
Básicas ,,: lA 
• - I/, ,,,,'I¡ •• 





Métodos operativos 
de 

cálculo diferencial 



Mt(odo~ operativos 
d. 

cálculo diferencial 
Este materiallue aprooado paril su publicación ¡¡or el 
Consejo Editoríal de la División de Ciencias BásiC3S 
e Ingeniería de ta UnidooAzC3pC112ak.o de la UAM, en 
su sesión del dra 24 de !ebferc del 2004. 



Métodos operativos 
de 

cálculo diferencial 

Fa u sto¿cervantes Ortiz 

2892842 

.. ::=~ 
< ... _._illIptll.I~ 

Oovo.,6n ,,. C~ .. B40,icu. Ingenie,;. 
O_". ..... n.o de Ciencill, 11.111<: .. 



UiUZC!PUTZILCO 

"""" Dr. Adrián Gerardo de Garay Sanchu 
SIlCUTARlA 

Dra. Sylvie J eann ... Turpin Marion 
COOlWI~ QENll1AlDf Dl'.$AlROIJ..O ACAotM l('O 

Dra. Norma Rondl." ro Lópu 
COoaDINAOOI; DE E.'o:nNSIÓ~ U~IVERSI1ARIA 

DI Jorge Armando Morales Accve~ 
1m PE u SECcIó!< DE l'II:ooucnÓN v DlSTaIIOCIO!< EDl TCIIIIAUS 

DCG Edgar Barbosa Álvarez Lerín 

Cl l.AlI -'\lC'~, .IU I [l 
Fausto Ctrvln lu 0,,1. 

~ 
Mari .. l. Ju ..... Cap,o"'" _do,........ 
Cenouolo Q.,.I'O< R07H 
DO-. "1WIo4o. 
Mod ..... s..,..."o Ihml ..... 

s.cd6<> "" produu~ 
y dio',ibu<;t,a od;toriat.. ,..1. &31&-9222/9223 
F .... ~II·n:n 

Ua;. ... "'"" Aut<lAo .... Me'ropoli'&fta 
Uoiold AKapo ... Lco 
"' • . Su Pablo 180 
Col . lte7JI .... Tamaulip • • 
Del •• &ci,\n ... ..,.pot .. loo 
C.P. 02~OO 
Mbi<o.O .... 

1011'_..,......,; .... 
d. cdl<~1<> di!<r<""",¡ 

l • . "i.¡oIft, 2005 
l a . roi.mp_ih. 2~ 
l",p_on Mbi«> 



Índice 

Introducción 

Capítulo 1 Funciones 

Intervalos 

Desigualdades 

Ejercicios 1. 1 

Valor absoluto 

Ejercicios 1.2 

Elementos de las funciones 

Ejercicios 1.3 

Simetrías 

Monotonía 

Funciones algebraicas 

Transformación de funciones 

Combinación de funciones 

Composición de funciones 

Ejercicios 1.4 

Funciones definidas por secciones 

Ejercicios 1.5 

Problemas de apl icación 

Ejercicios 1.6 

Modelos malemliticos 

Ejercicios 1.7 

5 

o 

11 

11 

13 

15 l. 
18 

lO 

20 

2 1 

23 

24 

30 

33 

34 

37 

38 

43 

4. 
50 

51 

53 



Capítulo 2 Límites 55 

Tangentes 55 

Velocidades 56 

Definición del límite 57 

Límites laterales S. 

Reglas par.!. calcular límites 60 

Ejercicios 2.1 62 

Límites que involucran infini tos 64 

Ejercicios 2.2 65 

Continuidad de las funciones 67 

Teoremas del valor imermedio 6' 
Comportamiento as inlótico 70 

Ejercicios 2.3 73 

Capítu lo 3 Derivadas 77 

Tangentes 77 

Velocidades instantáneas 77 

Razones de cambio 7' 

Definición de derivada 80 

Reglas de derivación básicas 81 

Ejercicios 3.1 81 

Derivación de productos de funciones 82 

Ejercicios 3.2 8. 

Derivación de cocientes de funciones 8. 

Ejercicios 3.3 85 

6 



Regla de la cadena 8. 

Ejercicios 3.4 " 
Derivación implícita 89 

Ejercicios 3.5 90 

Derivadas de orden superior 90 

La no existencia de la deriv:\d.:l 91 

Capftulo 4 Aplicaciones de la derivada 95 

Monotonía 95 

Concavidad % 

Máximos y mímmos 97 

Análisis de la variación de las funciones JO I 

Ejercicios 4.1 107 

Razones de cambio relacionadas J08 

Ejercicios 4.2 112 

Problemas de opti mi zación 1" 

Ejercicios 4.3 "' 
Apéndices Respuestas a los ejercicios 119 

Bibliografía 131 





Introducción 

El presente trabajo tiene como finalidad promover en la unidad un lellto para la UEA de 
cálculo diferencial e integral 1 que sea de utilidad para los alumnos en particular. rara 
elaborarlo se siguió minuciosamente el programa oficial vigente. 

Puesto que en los exámenes departamentales lo que se califica es la habilidad para resolver 
ejercicios. se han dado una buena cantidad de ejemplos de su resolución y se han dado una 
gran cantidad de ejercicios para que el alumno los resuelva en cada capitulo, esperando que 
el alumno haga la ffi3yor cantidad posible antes de cada examen. Para que el alumno pueda 
tener idea ele su avance. en el apéndice se dan las respuestas a estos ejercicios. 

ESle texto no pretende ser exhaustivo ni mucho menos, simplemente trata de dar los 
conceptos mínimos nccesarios para un buen desempeño durante el curso. Su uti lidad ha 
sido probada, tanto en cursos tradicionales como del SAl que el autor ha impart ido con este 
libro como tex.to básico. 

Se agradece a todos los alumnos que han usado versiones previas por sus sugere ncias y 
observaciones útiles. A quienes lo lean se agradecerá toda observación, sugerencia o critica 
que sirva para mejorarlo. 

Méx.ico, D. F. Junio de 2004. 
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Capítu lo I Funciones 

Capítulo 1 

Funciones 

En las ciencias. así como en sus aplicaciones. por ejemplo la ingenieria; es necesario tratar con 
cantidades mensurables. y su dependencia con otras cantidades en fe nómenos importantes. 
Para tratar a las cantidades y las relaciones de dependencia se util iza un lenguaje objelivo. 
preciso y un iversal: las matemáticas. Por esta razón. es necesario el conocimiento de la fonna 
de tratar las cantidades y re laciones entre ellas matemáticamente. Una cantidad fisica se puede 
representar por medio de números. A la relac ión de dependencia de dos o más cantidades se le 
denomina/unción. Entonces estudiaremos números y fu nciones numéricas. 

Usaremos el conjunto de los números reales para las funciones que queremos tratar. Pcro a 
veces estaremos interesados sólo en un subconjunto de todo este enonne conjunto. por lo cual 
veremos la forma de representar subconjuntos apropiadamente. 

Intervalos 

Un intervalo es un subconjunto de los números reales delimitado claramente por uno o dos 
números. Si el intervalo en cuestión contiene a los números que lo delimitan. el intervalo se 
llama ccrrado. Si no se incluyen los números que lo delimitan. se llama intervalo abierto. 
También puede haber intervalos semiabiertos (o semicerrados). Los diferentes lipos de 
intervalos se simbol izan como sigue: 

El intervalo cerrado definido por los números a y b (suponiendo que a < b). se representa 
como: 

[a.bl _ lxla :s x :S b~ . 

Lo que está entre llaves se lec como: el conjunto de x tales que a es menor o igual que x y x es 
menor o igual que b. El intervalo abierto definido por a y b se simboliza por: 

(a.b) _ {x l a < x < bl · 

Los intervalos semiabiertos definidos por a y b pueden ser: 

la.b) JiI {x l a :Sx < bl 

o 

(a.bJ - {x l a < x :S b f. 

Cuando se define un intervalo por un solo número. tenemos intervalos infinitos de la fonna: 

(a.~) · lxlx > a l 
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Capitulo 1 Funciones 

o 

[a, oo) _ {x l x ;?: a}. 

Hay que recalcar que 00 NO es un numero, sino s implemente un simbolo que dice que el 
intervalo se extiende indefinidamente hacia valores pos itivos arbitrarios. Lo mismo se puede 
decir de -00, para numeros negat ivos. 

Geométricamente, estamos acostumbrados a representar los números reales por medio de la 
recia numérica. Los intervalos se pueden representar como segmentos de recia o rayos. Abajo 
se dan las representaciones de diferentes intervalos, consistentes en la región rayada. 

, b 

(a,b) 

, b 

[8.00) 

(-oo,b) 

b 

Ejemplo: 

El inte ..... alo (-J.S) se representa pvr: 

~ l 

y esti dado por el cOIijunlo : 

12 



Capítulo 1 Funciones 

Desigualdades 

Llamamos desigualdad a una expresión que representa una re lación enlre dos cantidades, una 
de las cuales es mayor (o en casos especiales, igual) que la otra. Resolver una desigualdad es 
hallar un intervalo para d cual se cumple la relación expresada. 

Para las desigualdades, se cumplen las siguientes reglas: 

I Podemos sumar el mismo número a ambos miembros de la desigualdad: 

a < b :::::-a+e < b +e ( 1) 

2 Podemos sumar dos desigualdades: 

a < b y c < d =:> a + c < b + d (2) 

3 Podemos multiplicar ambos miembros de una desigualdad por un número posi tivo: 

a < b => ac < be si c > O (3) 

4 Si mul tiplicamos ambos miembros de una desigualdad por un número negativo. debemos 
invertir el sentido de la desigualdad: 

a < b =:> si c > O (4) 

5 si tenemos dos números oosi tivos. al tomar sus reciprocos debemos invert ir el sentido de la 
desigualdad: 

a < b => i /a > IIb sia > Oyb > O. (5) 

Ejemplo: 

Resolver la desigu.aldad: 

2+4~ < 10~ ' 6 

Restando 2 en ambos miembros obtenemos (regla t): 

4x < IOx + 4 

Restando 10 x en ambos miembros (regla 1): 

-6 x < 4 

Multipl icando por - t /6 (regla 4): 

Símplificando: 

13 



Capítulo I FUl\i:iones 

x > -213 

El intervalo solución es (- 21J.~) 

Ejemplo: 

Resolver La desigualdad: 

Factorizaooo el primer miembro: 

(x+3)(x-2) < 0 

Para que este producto s.:a negativo. K requiere que alguno de los fact~s sea positivo pero e l otro Ka negativo. 
Esto puede suceder en dos casos: 

Caso 1: 

(~ + 3»O y (~ - 2) < 0 

de la primer desigualdad oIKenemos: 

x > -3 

mientras que la Kgunda nos da: 

x < 2. 

Como la condición es que las dos desigualdades se: cumplan sinmulláneamente. debemos buscar la interse«:ión 
de ambos intervalos. Esto K puede liacer grificamente: 

-) 2 

t a región cruzada.será el intervalo busc..oo. que es(-J.2). 

C~2 

(x + 3) < 0 (x - 2»0 

La primera desigualdad nos da: 

x < -3 

La Kgunda nos da ' 

~ > 2. 

Como podemos ver en la siguiente gráfica, estos intervalos no tienen región de intenteción, por lo que no hay 
conjunto alguno que sea solución. 

-) 

I::n definitiva., la solución es: 

14 



C"pi .... lo I 

Ejercicios 1.1: 

1) 1 +x < 7x+5 

2)x1 - 5x+6 S 0 

3)x1 + 3x2_ 4x > 0 

4) Xl < 4 

7) -5 S 3x+l < 7 

I 
8)1I 11 :S 2x+ 1 S \ /5 

9)2x - 3 ~ 5x -2 

10) x - 7 S 2(x - 3) + 4 - x 

11) 3x/4 - 8 > 7xl3 - 27 

12)3x2 - 7x < 0 

13)(x + 3)2 - 4(x + 3) 2: O 

\4) (x + 7l ~ 25 

x- l 2)(+3 
15) ->-

x+1 x+ 1 

16) (2lt + 3)2:s 64 

17) 25lt2 S - 30x - 18 

18)4 < lt 2 < 9 

19)3x2 + 7x - 10 < 0 

20)lt(lt+3)(x - I) :S O 
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CapUulo I 

1 
21)2x - l :> ~ 

1 
22) -;:¡ ~ 2 

23)-2.[ < x - 2.s;-1.9 

24) 4.29 < 3 - x .s; 4.3 [ 

1 
25)2 < -;:¡ .s; 5 

2 
26) 2x + 5 .s; ;:¡:¡ 

27)4x2 + 2x < 9-7x S 11-7x 

28)3(x2 + [)(x - 2»O 

~. + I 
30) ~ < O 

1 
31) -;:¡< x + 1 

Valor absoluto 

El valor absoluto de un numero a .se denota por 131 y es la magnitud dd .segmento desde el 
origen hasta el numero a sobre la recta. Como las magnitudes son siempre positivas (o cero). 
el valor abwluto es siem pre positivo (o cero); 

lal ~ O parJ.loda a. entonces : 

lal= as i a ~ O. 

lal = -a si a < O. 

Ejemplos: 

1-51 " 5 

,; ~ - 1 ~ O. esto es. si 

16 
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Capitulo' 

Ix - 11" I - x si x - 1 < O. o sea, si x < 1. 

Cuando extraemos la ra iz cuadrada de un número. normalmente se debe tomar la raíz positiva. 
por lo tanto se tiene que: 

Propiedades de los valores absolutos: 

I 1 abl = lallbl 

, lalbl = 1.lIlbl 

3 la"1 = laln 

4 la+bl Sial + Ibl 

5 Ixl = a = 
61xl < a = 
71xl> a = 
Ejemplo : 

(b .. O) 

n entero 

x = ±a 

-a < x < a (a > O) 

x> a ó x < - a 

Eoconlrar los valores Ik x que cumplan I~ siguiente igualdad: 

(a > O) 

Pal1ll que se (umpla la igualdad. ddx ( umpli rv que (propiedad $): 

ó 

La primel1l igualdad nos da: 

x - 2IJ 

micntl1lS que la segunda nos da: 

Estos son los valores que debe tener X pal1l que se cumpla la igua llbd 

Ejemplo: 

Resolver la des igualdad ' 

(2 X t I I:S 3 

Por la propiedad 6 tenemos que: 

17 
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Capitulo 1 

Restando 8 a 10$ tres miembros tendremos: 

- 11 $ 2x $ -5 

Dividkndo entre 2: 

- II I2S x :s-512 

Ejercicios 1.2: 

1) 12)( - 51 = 3 

2) lx - 51< 2 

3) 13x + 21 <>: 4 

4) Ix + 81 < 3 

5) 13-xl<>: 3 

6)lx - 41< 1 

7) lx - 61< 0.1 

8) Ix + 51 <>: 2 

9) Ix + 1I <>: 3 

10) 12x - 31:S 0.4 

11 ) 15x - 21 < 6 

12) 1- 5x + 81 < 0.4 

13)12x-I I-"'0.02 

14) lx-81~ O.2 

15) Ix - JI < 0. 1 

16) 12x + 31 -'" 112 

17) 1- ;+1 < 0.4 

Funciones 
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Capitulo t 

14x - 2 1 
19) --$3 , 

1 
20)~< 2 - x 

I~ 21) ~--31 < 2 

22) 13x • 21- lx + JI < 5 

23) lx+31:S15x-l l 

24) 

25) lx - 0.51 < 1 

26) 12 - xl < 0.75 

1 1 
27) IX-41<1x+71 

1 x-41 
28)~ < 1 

Elementos de las funciones 

Representaremos una función que depende de una cantidad x por medio de f(x l. A la cantidad 
x se le llama variable independiente y a f(x). variable dependiente. Al conjunto de valores que 
puede tomar la variable independiente se le llama dominio (Dr). y al de los valores que 
adquiere la variable dependiente se le llama rongo (Rr). A veces se especifica el dominio de la 
función. pero otras veces no se dice nada. En esos casos el dominio es todo número para el 
que la expresión tenga sentido. En la defi nición de algunas funciones se hallan raices 
cuadradas, fraccio nes. etc. Para estas funcio nes es importante observar que no estal! definidas 
para raices cuadmdas de cantidades negativas. ni para valores del dominio que den cero en el 
denominador. asi que para encontrar su dominio será necesario resolver alguna desigualdad. 

Para visuali7.ar una función se usa una gráfica. Esto es el lugar geométrico de todos los pares 
ordenados de la fonna (x.f(x)l graficados ea el plano car1esiano. 

19 



Capftulo 1 Funcionu 

Ejemplo: 

Sea f{K) '" 2x, paraO s x :s t 

Para esta función el dom inio es: Dr: O S x s: l . El rango es: Rr: O:s x:s 2. 

A continuación se da la gnirlCa de esta función : 

./ 

"' .. 
Figura 1.1. Gnifica de la función f{x) · 2K. 

Ejemplo: 

Encontrar el dominio de la siguiente función : 

Soloción: 

En esta función 00 hay restr icciones para el numerador, sino que K puede tomar cualquier valor, Por otra pane, 
para el deoominador hay dos restrieciooes muy claras: la p"imera es que no debe valer cero nUllCa. mientras que 
la segunda es que la rafz c uadrada siempre debe estar definida, o sea que el radicando nunca debe tomar vatore$ 
menores que cero. Esta$ restricc;one$ se escriben como: 

2~ - 1 ,.0 2x - I ~ O 

la primeT3:nos dice que X" 112, mientras que la segunda nos diee que x ~ 112. Entonces. el dominio de la función 
u: 

1/2 < x :S oo. 

Ejercicios 1.3: 

En los ejercicios s iguientes, obtener el dominio de las func iones dadas. 

20 



Caprlulo I 

, I 
I)ftx) = Xl 5x+6 

, 
3) f(JI.) = (x _ I)(x - 2)(x _ 3) 

" 4)f(x)= X l 4x + 4 

1+ 2x 
6)f(x) = --

2-, 

4 - x ! 

7)f(x) = 3+2x 1 

Simetrías 

Funcionc,s 

Algunas funciones son simétricas con respecto al eje y. o tras son s imétricas con respecto al 
origen . S i una función es s imétrica con respecto al eje y se le llama par. Una función simétrica 
con respecto al origen es una función impar. 

Las funciones pares cumplen que f (-x) = f(x) . Las funciones impares cumplen que 
f(·x) = -f(x). Cuando sabemos que una función es par. podemos dibujar sólo la parte de la 
gráfica cuyo dominio es pos itivo y después completarla por refl exión con e l eje y. Pam una 
función impar lambién podemos completar la parte con dominio negati vo al "rotar" la gr.ifica 
1800 con respecto al origcn, 

Ejemplo: 

La función f!:.l<) . h ' - 2 ~. es par, puesto que' 

Su grifica es: 

21 



Capitulo I 

· 1.5 ., 

., 

Ejemplo: 

La función fl.~) - ~J _ X es impar. pues: 

f{-xJ - .~J - X - .f(xJ. 

Abajo se da la grifica. 

, , 

., 

., 

Ejemplo: 

La función f(x) - Xl + 5x no es par ni impar. pues' 

I"(.x) - .~' · h. 

Funciones 

" " 

Figunl 1.2. La función f(x) - 3:<1 - 2 x'. 

FigUnl 1.). {(x) .o; Xl. x 

ql.Ht no guarda relación ni con I"( x) ni con -f(~). Esto se ve en la gráfICa: 

22 



Capllulo I I'uncior>es 

., .. 
Figura t .4. ((xl _ ... 1 ~ 5 ... . 

Monotonía 

Se dice que una función es Crt-Cienle en un intervalo si para loda Xl < Xl en ese intervalo se 
cumple que f{XI) < f(X l ). Una función es decreciente si para XI < Xl se cumple que ((X I) > 
f(xÜ. Una función puede ser creciente o decreciente en todo su dominio. o sólo en algunos 
intervalos a los que se les llaman intervalos de monotonía. Gni.ficamentc vemos que una 
func ión es creciente si confonne crece X también crecen los valores de ((x). o sea. si la función 
"sube H

• Si pasa lo contrario (si la gráfica "bajaM
) es decreciente. También puede ser que alguna 

función no sea creciente ni decreciente, sino que se mantenga constante en todo su dominio. 

Ejemplo: 

La func ión (( xl 2 2 ... . I es crecienle en lodo su dominio 

• y 

figura 1.5. (( ... ) ~ 2~ ·t . 

Ejemplo: 

I.a función ((xl " . ... ' ~ ~ de.:recicnl~ ~n lodo su dominio. 

23 



Capitulo I Funciones 

'''''' y 

x 

_" -, " 

-500 

Ejemplo: 

La función fl:~ ) '" _~l + I es cr«iclllc ell -00" ~ < 0,)' es decreciente en O .. ~ < ao. 

y 

figura 1.7. fl:K) '" _K l + l. 

Funciones algebraicas 

24 



Caplculo I 

Existen numerosas clases de funciones. Trataremos inicialmente con funciorn:s algebraicas. 
EslaS funciones son las que surgen cuando realizamos con x operaciones básicas: sumas o 
reslaS. multiplicaciones. divisiones. potencias y raices. En esta se1:ción. veremos algunas 
funciones elementales que será necesario conocer bien. para despues poder construir Olras 
nuevas. 

Funciones conslanles 

La funció n flx ) - e es aquel la que le asigna el valor c a la fu nción para todos los valore~ dc x. 
La gráfica de esta función es: 

y 

, 

, 
." ., " .. " 

Funciones potenciales 

Las funciones de la fo rma Ilx) .. x" son muy imponantes y de las mis básicas. Veremos que 
pasa con su gráficas para diferentes valores de a . 

Caso 1: n = n. eon n un entero positivo: 

25 



Capilulo I 

~ 
_/ 

., 

funciones 

./ 

\ 
' " ' 

x 

figura 1.9. f{x) " x~. a >0. 

Nótese quc si n es par, la func ión es par. Si n es impar. la función es impar. Cuando n crece. la 
función se pega al ej~ de las x siJ xl < I Y se pega a las rectas Ixl = I si Ixl > l . Estas funciones 
tienen su dominio en todos los reales. 

Caso 2: (l = -n: 

., 

., 

Figura 1.10. f{x) .,x~. a<O. 

26 



Caplh'lo I 

Nótcse quc si n es par. f(x) cs par, y viceversa. Si n crece la función se pega al cje dc las x 
para Ixl > 1. y se pega a las rectas Ixl = 1 si Ixl < 1. Estas tiencn como dominio a todos los 
reales. cxcepto el O. Ccrea dcl cero la func ión toma valores arbitrariamente grandes en valor 
absoluto, acercándose cada \'cz más al eje de las y. pero sin llegar nunca a tocarlo. A este 
componamiento se le llama asintótico. Más adelante estudiaremos con detalle t."Sto. 

Caso) : Q '" lIno n entero positivo: 

, 

., 

Figun 1.1 t. f\~) . ,u. U" I n. 

Notar que pardo n par. la fu nción sólo está definida para las x ~ O, pero si n es im par. esta 
definida en todos los reales. Si n crece, la función se pega al eje de las y para Ixl ~ O. y despué~ 
se pega a las rectas Irl • l . 

Caso 4: Q - mln. m y n enteros positivos: 

- __ '- u = 2/Q , , 

· l . ' 

(l "" 311 1 
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Capitulo I FUrlCiones 

NOlemos que si n es par, la funci ón no está definida para x < 0, pero si n es impar la func ión 
está definida para todos los reales. También se ve que en x ., O la funció n tiene una "esquina" 
para valores pares de m (y valores impares de n). 

Polinomios 

Un poli nomio es una suma de múltiplos de potencias y constantes. tales que n es un entero 
positivo. Al mayor valor de n en esta suma se le llama grado. 

fl. x) = a" x" + a".1 x .... 1 + .. + al x + <lo ( 16) 

Para esto se supone que por 10 menos a" es diferente de cero. Enseguida se da la gráfi ca de 
algunos polinomios. para tener una idea ligera del comportamiento de éstos. 

LO Y 
n = 2 
,/ 

n = 3 
" n = 5 

·1.0 

Figur<I 1. 13. PolillOmios. 

Notemos que el grado del polinomio nos dice el número máximo de raíces y de "dobleces" 
que puede tener la gráfica. Su dominio son todos los reales. Si un polinomio sólo tiene como 
sumandos potencias pares. es una función par. y es impar si pasa lo contrario. 

Funciones racionales 

Si tenemos el cociente de dos polinomios. le llamamos func ión racional. 

R(x) = fl.x)/g(x) ( 17) 

Las funciones racionales tienen su dominio en todos tos valores de x. excepto aquellos en los 
que g(x) se hace cero. Para las raíces de g(x). la filllC ión toma valores arbitrariamente grandes 
en valor absoluto. esto es. liene asíntotas (más adelante detalla lo re lat ivo a las asíntotas). 
Ejemplo: 
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La gránca de la función (1)) " (2~' - xl + 1 )/(x1 _ 4) lie~ la fOfma mosuada a continuación ' 

( : -
Funciones irrdcionales 

Cuando en una runción intervienen raíces, se les llama funciones irracionales. El caso 
potencial o. = m/n es un caso particular de runciones irracionales. Las funcio nes irracionales 
,icnen como dominio todos los valores en los que la raíz esté definida . También hay que lomar 
las restricciones impuestas por cualesquiera otras operaciones que haya, por ejemplo 
cocientes. Es rrecuente que las gr.ilicas de t:stas funciones presenten "esquinas", como vemos 
con las funciones de la rorma ."(rii!ft . También es frecuente que tengan intervalos grandes que no 
pertenezcan a su dominio. y se formen "huecos". 

Ejcmplo: 

La gr.loflCa de la furoci6n y z (~ l . 4)"J tir~ el siguiente aspecto' 

, , 
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Transformación de funciones 

Las funciones conocidas se pueden transfonnar en o tras nuevas, a partir de ciertas operaciones 
entre e llas. Sea f (x ) una función conocida. A continuación damos las principales operaciones 
que transforman esta función conocida en funciones nuevas. 

Tnsl.aciÓn: 

Si a la función y '" f(x) le sumamos una constante c, la función se trasladará vert icalmente c 
unidades sobre e l eje y. 

Si a la función y = f(x) le restamos una constante c a x, de tal modo que tengamos y '" O:x-c), 
la función se trasladará e unidades en dirección horizontal sobre el eje x. 

Ejemplo: 

Gralkar f{x ) - x l ... 2. 

Solución: 

La función y - xl .¡ 2 t iene una g.rtfica igual a la de la fu nción y - x' , pero despliUada dos un idades hacia arriba. 
como se ve en la siguiente figura: 

• y 

/ 
/ , 

Figura 1.16. f{x) - x'+ 2 
Ejemplo: 

Graficar la función tlx) " (x - 2)'. 

Solución: 

La gratica de la función y - Ix _2)1 es igual a la de y - x' . pero dcsplaLada dos unidades a la derecha, según se ~c 
en la sigu iente figura: 
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\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

Alargamientos (o compresiones): 

Funciones 

/ 
Si en la función y '" f(x) hacemos la operación y = cf(x). la función original se alarga c veces 
en la dirección vertical. 

Haciendo y '" [f(x)] /c. la función se comprime c veces verticalmente. 

Si hacemos y '" f(x/c). la función se alarga e veces horizontalmenlc. 

Haciendo y = ((ex). la función se comprime horizontalmcnte c veces. 

Ejemplo: 

La función y - 2[~1 hace que la función "escalen!" vaya subiendo los escalones de 2 en 2. como vemos en la 
fi gu ra siguiente: 

y 

Figura 1.18. f{~) . 21xl· 

La función y . [x/21 es la función 'escalera" con los escalones más largos <_1 doble). 
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.. 

RcnclI iones: 

La operación y '" -f(x) re neja a f(x) con respecto al eje x. 

La operación y '" f(-x) refleja a f(x) con respecto al eje y. 

Ejemplo: 

La función y " -(~ I~) refleja tlaci~ abiljo a la función xm: 

., 

., 

LlI función Y" (_Xl iI refleja tlada la ilquierda a la función x llJ. 

32 
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Combinación de funciones 
Figura J.2' . flxl _ (_x)tIl. 

Se pueden combinar dos o mis funciones conocidas para fonnar funciones nuevas. mediante 
las operaciones básicas conocidas. suma. resta, multiplicación y división. La nucva función 
resultante tendrá como dominio la intersección de los dominios de las funciones originales. 

1) (f ± g)(x) = f(x) ± g(x) 

2) (f g)(x) = f(x) g(X) 

3) (f/g)(x) = f(x)/g(x). 

(18) 

(19) 

(20) 

En el caso de la división se exc luye ademis a los valores de x que hagan que g(x) sea cero. 

Al hacer operaciones con fu nciones a veces es posible graficar cada función 
independientemente y hacer la operación indicada entre algunos puntos notables de las 
gráficas por separado. No siempre es fácil encontrar la gráfica de la combinación. pero por lo 
menos tendremos una idea aproximada del comportamiento gencral. 

Ejtmplo: 

Grafiury · x-<-l /xen I !> x s 5 
2892842 

Solución: 

La función y - x ;- l /x se oblicne de sumar las dos funciones conocidas ({xl - x con g(x ) - I/x. Si graficamos 
cada función por separado y tratamos de sumar venmos q~: Como la grifica de y - 11. es de(:n::c;ente. mientras 
que la de y - • es creciente. la gráfica combinada tendri n::giones de crecimiento y de decrec imiento. por lo q~ 
por fuerza habrá un mlnimo es algún ptlnto. Esle restl lta ser el ptlnlO en que !le' Cru7.an las &rificas. 
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Ejemplo: 

La runción f{~) " ~/(~1 + 2) se: obtiene al dividir y " ~ entre y " ~ " + 2. 

\ • y / 
~(X) = x" + 2 // 

/ 

/ 
/ 

y - x/(x't 2) 

Composición de funciones 

Funcionei 

Figura 1.22. f{~) " ~ t- I Ix. 

También se pueden obtener nuevas funcio nes por composición. La composición de funciones 
se denota con (f o g)(x) y se define como: 

(f o gXx) = f{g(x)J (21 ) 

El dominio de una composición es aquel para el que g(x) está definida, y f [g(x)] también lo 
está. Esto no necesariamente coincide con los dominios de f y g. ni con la intersección de 
ambos dominios. 
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Ejemplo: 

Sean f{x) " 2~ - 1 ¡(x) " .. lIJ. Con e:sIo t(OOremos que: 

( fog)(x, - 2 ... "IIJ _ I 

(g0f)(x) - (2x _ I)"l. 

El dominio dc f 5011 todos los rules. Para I! 5011 sólo los rClI~ no negat i~os. Pcro piIf1I la composición I¡ o O 
<kben ser los reales que cumplan 2" - 1 :!: O. lo cual no es la int(l"1Cc(Íón de los dominios de fy g. 

Obviamente que también ~ pueden componer tres o m~s funciones, simplemente haciendo: 

(f o g o h)(x) = flg[h(x)J) 

e tc. 

Ejemplo: 

Sean t{x) " 2x, g(x) - I/x '1 11(_) " ,,'. EnlOfl(:es: 

(fogo hX,,) "' 21x' 

(go h of)(x) - ll8x" 

elc. 

Con todo lo aprendido en este capitulo, ya somos capaces de analilM el componamicnto de 
varias funciones y detenninar sus caracterislicas principales. 

Ejemplo: 

G",flQt" la funciOO 

t{x) " 2x l +h +6 

'1 encontrar dominio. nmgo. ",len. paridad e intervalos de monotonla. 

Solución: 

Esta funciOO es un polinomio. P"'" lo cual sabcmo$ que tendri como mbimo dos ",ices (podría tel'Cf sólo una. o 
ninguna). Pero no sabemos dibuj".la ele primen vista, sino que hay que t",bajar un poco con ella: 

!Ix) " 2(x' + 4~ +J) - 2(,,1 ~ 4x + 4 - 1) 

e:sIC ~It imo pul) nos sirvÍG pano completar el cuadrado. por lo cual podremos HCribir la funciOO como' 

t{~) - 2(x+2)1 _ 2 

que es la función '1 .. Xl recorrida 2 lugares hacia la i~u~rda. alargada 2 ~ecC'J en la dirección dd eje 'l. 
recorrida dos lugares llacia abajo. La gnlfoca va como si8U(; 

" 



Capitulo I FUo<:iones 

y' 

., , 
., 

Figura 1.24. f{x) - 2x l +h +6. 

Sabemos que para cualquier polinomio su dominio 5Of1 todos lo~ realo=$. De la gráfica ~eltlO$ que su rango es - 2 s 
K <; ao. Podemos factorizar la función como: I{x) - 2(x + I)(x + 3), por lo cua' concluimos que las ralees son x · -
3 Y x - - l. Las ralees se obcienen !ambi~n de la gnl.fica si se tiene suficiente resolución, pero generalmente serll al 
revts: al obt~r las ra rco=$, sabremos por cu'les puntos cona al eje de las x. Al sustituir J( por - J( VCItlO$ que: f{-x) 
- 2x1 _ h + 6. lo que indica que no hay paridad. como se ve lambit n de la gráfica. La función es de<:recienle en • 
<lO <; K :s ·2. y es cre<:ientc en - 2 S K < ao. 

Ejemplo ' 

Graficar la función Y" I - 2Jx. Enconlnlr dominio. rango. ralas. paridad e intervalos de monotonla. 

SoluciÓ!1: 

RecollO(emos a esta corno la función y - l/x. con las siguientes modificaciones: e l 2 nos indica que eSlá estirada 
al doble con respecto al ejc y. el signo nos indica que o=$t' reflejada con respecto al eje x. el I nos indica que esU! 

=~;'" '" ,,""' hoc;, orr;j.C':~" "g,;r ... "", 

_._---
" ., 

, 

., 

/ 
( 

i 
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De la grirle. vemos que el dominio $(In lodos los reales. CKceplo el O (pues en ese va lor no está ddinida la 
cKpresión). El nmgo son tocios los reales CKCCp10 el l. no liene paridad y es credenle en todo su dominio. Las 
ralces $e halla al igualar a cero y resolver: 

1 - 21x " O 

. - 211 - 2 

Que coiocide con lo que $t' ve rn la gr.t.rlCa. 

Ejercicios 1.4: 

Grafi car las siguientes funciones: 

1) Y '"' - l /x 

2) Y '" Xl + 2x +3 

3)y=2+ I /(x+ 1) 

4) Y '" (x + 2)"1 

5) Y = I /(x - 3) 

Graficar las funci ones y hallar dominio y rango: 

7) f"( x) = _x1 + 3 

8)f(x) = 2x1 + x - 1 

9) f(,) = Sr,;. 

10)f(x) = 2 - J 4K-2 

Graficar las siguientes funciones y hallar dominio, rango, raíces e intervalos de monolonia. 

11) f(x) - -X+ 1 

12) f(xl = 6x - 2 

13) f(x) = (x - 2l 

14) f"(x) - .J2x- 1 + 112 

I 
15)f(x) =:-:2 - 1 
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I 
16) ftX) " (x _ 4)1 

Funciones 

17) Sean las funciones g(x) = ,¡;:;¡, y h(x) = xl + 2. Obtener las siguientes funcio nes y sus 
3g(x)+x 1 +2 

respectivos dominios: a) f(x) = (g o h)(x); b) f(x) = h(x)-6 

18) Dadas las funciones f(x) = .,¡;:;¡, ,g(x) " ~ y h(x) : x2 - 4. obtener: (f/g)(x). (h o 
f)(x) y (S o h)(x) asi ¡,:omo sus respectivos dominios. 

19) Sean f(x) = 3x2 - 2 Y g(x) = x + l. Determinar: (f + g)(x). (g - f)(x). ( 1" S)(x). (f/S)(x). 
(f o g)(x) y (S o f)(x). con sus respectivos dominios. 

Expresar cada una de las siguientes funciones como una composición de funciones: 

21)f(x) : JI -¡;::;j 

22) f(x) : J{X - .[2";";)' 

23 ) Sean f (x) '" Jx 2 - 2 Y g(x) : ,[;.';l. Obtener (f o g)(x) y (g o f)(x). con sus respectivos 
dominios. 

24) Lo mismo para f( x) = 3xl + 2x2 + 1 Y g(x) = 1/x. 

Funciones definidas por secciones 

Existen funciones que tienen diferentes fórmulas de definición en diferentes partes de su 
dominio. Estas funciones se uti lizan con más frecuencia de 10 que parecerla a primera vista. 
como se verá más adelante. Para defin ir funciones as[, es necesario dar cuidadosamente los 
intervalos de validez de cada $Ccción. Sin embargo existen muchas funciones que se usan 
tanto, que no es necesario definir cada vez los intervalos de validez. sino que se ut iliza alguna 
notación especial previamente convenida. Por ejemplo, la función ((x) = Ixl se define como 
f( x) = x para)( ;?: O. y como f{x) = -)( para x < O. La gráfica de esta función se ve enseguida: 
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" y I 

.. I 

I 
I 

, 
- 00 ., " .. " 

figun! 1.26. lb l · 1- 1 

E.r;mplo: 

La fUrlCión : 

¡-.. -+, 
f(x) 2. _ 1 

2x -2 

- 2 lo x < O 

Olo x <1 

1 lO" x lO2 

titne eomo domin io de definición el intervalo 1-1.1). su nln&o es 10.2). y SIl gri roca es la sigu~nlc : 

, y 

-, 

Figura L27. llx). 
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Ejemplo: 

La func ión; 

f{~) " (xl se define como la pane entera de ~, y se denominafonción m/Í;r:im" enle~o, Tambi t n se le lIamari iI 

veces func ión "escalera", Algunos valores de 1'(,,) son: 

1'( 1.3) .. I 
1'(,,) .0 J 
1'(·5) " ·5 

La gráfica de esta función es la siguiente: 

• y 

., 

Ejemplo: 

Cuando abordamos un ta~i , el ta~ jmetro marca al in icio del viaje $ 4,W (e l bandel1lw), y después va dando salios 
de $ 0,65 por cada 45 segundos de liempo tl1lnsculTido. Dar una e"presión para e l costo total de un viaje que dure: 
t segundos. 

$olución: 

La forma mis fki l de resolverlo es considerando 1" que sucede en instantes de tiempo que sean multiplos de 45. 
con lo que tendrlamos la tabla s iguiente: 

, e , 4.g0 

" 5.45 
90 6.10 
'35 6.75 
18' 7,40 

'" g.0 5 
270 8.70 
JJ5 9.35 
l OO 10 

Si hacernrn; la grifica para estos pumas. obtendriamos algo como lo siguiente: 
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" 

,. 
Figura 1.29. 

Pal1ll completar la gni.fica. NO debe cometerse el error de tl1lltar de hacer pasar una recta .. trOlvts de esos p<lntos: 
recutrdese Que el tadmetro va dando a.!ml. La grtfica Que describe esta situación es algo parecido a la función 
mbimo entero. o sea algo como la siguiente: 

cesl 

" 

.+------,------,------,-----. 
O 1110 270 360 

lE s) 

Figura 1.30. 

y la ecuación Que describe e5!O seri: 
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C " 4_80 + O.651t145J 

Ejemplo: 

Dada la fundón; 

encontrar dominio. rango. inlervalos de mOOOlonia y dibujar su griflca. 

Solución: 

Esta es una fullCión definida en dos secciones diferentes. Trabajaremos coo cada una por separado. Para la 
primera. [eRemos a la fi .... ciÓn y . ",r¡: re<:orrida un lugar hacia la dere<:ha (IIOS lo dice el - 1 dentro de la ralz). y 
re<:OlTida un luga. lIacía arriba (nos lo dice el +1 luego de la ralz). ESlo lo representamos gráficamente como: 

y 

I 
I 

x 

Figura 1.3 1. 

Para la otra sección ler>en>OS a la función Y" Ixl recorrida en un lugar lIatia abajo (1)05 lo indica d - t l. por lo que: 
completamos la griflca como sigue: 
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, ' 

/ 

/' 
/ , 

"'------~------~~-------,---------, -, 

Ejercicios t .5: 

Trazar la gráfica de las funciones siguienles. y hallar su rango: 

l
X'., -4 $ x< - 1 

1) f(x) J~ - J - 1 S" x < 1 

- - 2 I S x S" 5 
x 

{
~ - 5 S" xs - 2 

2) f(x) ~ -2 < x S I 
x - J 
1- 2x 1< x S" J 

J) ,(X)\;-X 
1- 2x 

-4 S x s -2 

-2 < x S2 

2 < x S 4 

4) Dada la func ión: 

[(X)14-X ' 
Jx 

-3 S" x S" 1 

l < x s 2 
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a) bosquejar la gráfica de la función y determinar dominio, rango y raíces. 
b) Oblener los intervalos donde g(t) 2: O Y donde g(t) < O. 
e) A partir de la gráfica de g. bosquejar la gráfica de f(1) '" 2g(1 + 2) - 3. 

Obtener dominio. rango. raíces. paridad, intervalos de monotonía y realizar un esbozo gráfico. 

1"'1 
" 0 

5) f(x) '" ,, ' + 1 Os x s 2 -, x > 2 

¡ 3,' +, 
6) f(x) : Ix - ~ 

" O 
D O 

1"'-'1 
, <3 

7) f(x) : _'_ ," , - 5 

[
~ -4$, S-' 

8) f{x) -'- - 2 < x S J 
, - 3 

4 - )( J < x 5 3 

Obtener (r + g)(x). (r - g)(x) (r· g)(x) y (r/g)(x), para las funciones: 

1
,' +, 

9)f(x) '" ;-8 

1

, 
,-, 

S"" ~' 

x s O 

O s x :s: 2 

0 2 

Os x S 2 

l
o .sO 

10) f(x) = x OS- x $ 4 

I - x x > 4 
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g(x) = 1
>+3 
- l / x 

- 5 S x S-2 

- 2 < x S I 

1< x SJ 

¡
~ 

g(x) ± 
x-2 

- J Sx S-I 

- 1 < x S I 

1< x S J 

12) Dada la runción: 

¡X+4 - 5 S: Il S-2 

r{ll) 4 -1l 1 - 2 < x s2 

I 2 < x S 4 

a) Obtener la gráfica. el rango y las raíces de f. 
b) A partir de la gráfica dc ftx) hacer un bosquejo de la grafica de la runción: 
g(x} - 2ftx - I) - J , 

Graficar las runciones siguientes: 

13) ((x) - Ix - J I + 2 

14)ftx) - J lx - 21-1 

15) f(x) - Ix - 1121 

l6)ftx) - I-x +JI 

17)ftx) - 1 + 2I3x + 61 

18) ftx) - [x + 1) 

19) ftx) " (JxJ 

20}ftx) - -1 +J{-x +2] 

FUl\( iones 

21) Trazar la gráfica de una función tal que. para cualquier numero en el intervalo (-2.01 sea 
igual al doble de ese numero: para cada número en (0. 11 sea igual a la tercera parte de ese 
número; para cada número en (\ .5 J sea igual al redproco de ese número; para cada número en 
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(5.10J sea igual al negativo de ese numero, )' para cada número en (10,00) sea igual a 23. 
Determinar el domin io y ct rango de la función . 

Problemas de aplicación 

Lo aprendido las secciones anteriores se aplica continuamente a la solución de problemas, 
pues cn ellos se nos dice unicamente con palabras las condiciones que se requiere satisfacer. 
mientras que lo que se requicre para tener una caracterización objetiva es alguna relación 
escrita cn forma matemática. Por ejemplo. cuando nos dicen que una cantidad que dcpende de 
otra debe estar en cierto intervalo. debemos interpretarlo como en una desigualdad: o cuando 
sc nos requiere encontrar una cantidad sabiendo otras relacionadas, lo qut: se cstá haciendo es 
dcfinir una función sólo con palabras. por lo que debemos ser capaces de traducirla a términos 
matemáticos. 

Cuando tengamos una función deiinida sólo con palabras. será fundamental poder pasar a la 
fonna algebraica ylo visual para poder resolver el problema. En general para plantear 
corre<:tamentc un problema es ne<:esario comprender correctamente qué es lo que buscamos, 
qué es lo que conoccmos. además de las relaciones que existan entre las variables 
involucradas. Para ello frecuentemente es necesario tener a la mano fórmulas gcométricas. de 
fisica, etc. 

Ejemplo: 

Se lksea construir una caja con tapa y base cuadradas de lado ~. Se quiere que la longitud J( sea al men~ de 0 .20 
m y su ahura sea igual al doble de la longitud del laOo de la base. Dctenninar el intervalo de variación de x para 
qu~ la superficie total de la caja no exceda de 2.5 ml. 

Solución: 

Como se requiere que la longitud sea de al menos 0.20 m. la primera restricción es que: 

,, 2: 0.20 

I>ara la altura h se requiere quc: 

La primera contribución ~ la supertlc ie lota l 5<"'" la suma de las arcas de la ~ y la tapa. que son dos cuadrados 
de área ~ l cada uno. o sea que ~stas contribuyen con un !rea pareial A, dada por: 

A, "' 2 Xl 

mientras que la cOf1tribución de los cuatro lados de la caja son cuatro rectángulos de árca xII cada uoo. flOr lo qu~ 
su contribución Al es: 

por lo tanto. el área total A sc"': 

A '" 10 ~! 

y ~Ma tk n.: que se r meno< que 2.S mI. EsIO implica que: 



Capitulo I 

' 00 

T(OC) 

• ' 00 

Figunll 1.33. conversión de temperaturm. 

Ejemplo: 

EKprese el volumen Y de una esfera en función de su área A. 

Solución: 

El érea de una esfenll es: 

A · 411~. 

El volumen es: 

Y " {4/J}1Ir. 

Como queremos el volunten en funeión del 6rea. despejamos r de la fómlula del área: 

r " (A/411)"7 

y sustituimos en la fórmula panll el volumen: 

V · (4f3}11 (A/41'1)1I1 . ( 1/6XAJ / II) 'Il. 

Ejemplo: 

Un campo petrol~ que tiene 20 pows ha esta(lo produciendo 4000 barriles diarios de petróleo. Por cada nuevo 
pozo que se perfora. la producción diaria de cada pozo disminuye en 5 baniles. E'lCribir la producción diaria p 
del campo petrolero en función del n(¡mero K de pows nuevos que se perforen. Construir una grifica de P(~) )" 
usarla panll encontrar el valCM" de K que muimiza a p. 

Solución: 

Podernos hacer una tabla que oos diga lo que va pasando confonlK' se agregan pozos nuevos. Sea N el n(¡mero 
total de pozos. x el número de nuevos pows. b el numero de barri les que produce cada polO y p<x¡ el numero 
tOlal de balTi les que se producen: 
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10 xl < 2.5. 

R~SQlviendo esta desigualdad se tiene que: 

x' < 0.25 

Ixl < 0.5 

-O.5 < x < 0.5 

R~ordando la restricción in icial. finalmente tenemos que: 

O.2 s ~ ",, 0.5 . 

Ejemplo: 

LiI relación emre las escalas de temperaturas de Celsius y la de Fahrenheit es linea l. Si se sabe que O" C 
cOIT~sponde a 3r F. y que lOO" e cOI"Tesponde a 212° F. represente en forma a lgeooi<:a y visual la tempenllura 
en grados Fahrcnhe;t como función de la tempcralura en grados Celsius. 

Solución: 

Como la relación entre ambas escalas es linea l. buscamos la fónnul. de transición emre cUas eomo la ~uaeión 
d~ una rc-cta: 

(y - y") " m( x-~). 

En ~ste easo y sen!. la temperatura ~n grados Fahrenhei t y x ser! la temperatura en grados Celeius. La ~"Cuacjón 
queda entonces como: 

(WF) - 32) . m (T(OC) - O). 

dondc m es la pendiente. que se puede encontrar por medio de: 

m - (212°F _ 32°F)I( I OO"C - O"C) - 180°FIIOO°C - 9°FIS"C 

Entonces: 

y la gri lica es la siguiente. 
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N 
20 
21 
22 

, 
O , 
2 

b 
21111 ,,, 
'90 

~,) 

'000 
409l 

"'" 

Fune¡~s 

En esta tabla se ve que la producción tOla' p(1t) es e l producto de N por b. Pero N es s implemente 20 ... x. Por ocra 
¡wIe. b es 200 - SIt. de manera que se obtiene pan! P( K): 

P(~) .. (20 + 1t )(200 - S~) .. _51t1 .¡ 100" ... 4000. 

PIU1I la grirlCl manipulamos el polinomio de la siguiente manen!: 

Primero r.a.:amos el -S como factor camun: 

Ahora completamos un cuadrado dentro del paréntesis : 

p(x) " _ 5(~1 - 20~ ... 100 _ 900) " _5(K 1 _ 20K + 100) + 4500 " -S(x • 10)' I 4500 

De este modo, sabemos que la grirlCa es la de una paribola 1"eC000ida 10 unid~ a la derecha. cstinlda 5 vC"Ces. 
invertida y Subida 4500 unida<k5. La grifiea pun. n la siguiente: 

5I11III 

~~ 

]"4000 
'E .. 
-li 3IlOO \ 

~ \ 
\ 

~ 
2111111 \ 1 \ 

\ .e ,,"" \ 

'" -.: 

, , 
" " " '\ " 

x (número de po:ros nuevos ) 

Figura 1.34 . Relación entre producción y numero de poros nuevos peñorados. 

y de la grárlca se ve que la producción máxima es de 4500 pozos. lo cual se aleanll cuando 5C perforan 10 

nuevos pozos. 

IIIIIIIIII 
2892842 
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Ejercicios 1.6: 

1) La fónnula para la expansión de una varilla metálica sujeta a cambios pequeños de 
temperatura es: 

(-/o= a/o(T - To). 

en donde f es la longitud del objeto a la temperatura T, lo es la longitud inicial del objcto a la 
temperatura inicial To• y a es una constante que depende del tipo de metal. a) Expresar t como 
función lineal de T. Encontrar la pendiente y la intersección con el eje y. b) Supóngase que se 
tiene una varil la con longitud inicial de 100 cm a 20°C fabricada con un metal con a '" lO's 
cmrc. ¿Qué longitud tendrá a los 90CC? c) ¿Cuál es la temperatura máxima que puede tener 
para no defonnarse más de 0.0 1%? 

2) Una fábri ca liene capacidad para producir de O a lOO refrigeradores diarios. Los gastos fijos 
de la planta son de $20000. el material y mano de obra para producir un refrigerador es de 
$1500. Escribir una fónnula para el costo total e de producir x refrigeradores al día. 

3) Una caja rec tangular tiene 120 cm] de volumen y una base cuadrada de JongilUd x en su 
arista, Expresar el área A de la caja como función de x. Si x está entre 10 y 15 cm, ¿qué 
valores puede tomar el área de la base? 

4) Un rectangulo tiene 100 cm2 de área. Expresar su perímetro P como función de la longitud 
x de su base. Si x está entre 8 y 12 cm. ¿qué valores puede tomar el perimetro? 

5) Un rectángulo cuyo perímetro lijo es 36 gira en tomo a uno de sus lados x para generar un 
cilindro ci rcular recto. Expresar el volumen V de este cil indro en función dc la longitud x del 
lado sobre el que giro. 

6) Un aeroplano uti liza una cantidad fija de combustible para despegar. una cantidad fija 
(diferente) para aterrizar. y una cantidad fija (diferente) por milla cuando está en el aire, 
¿Cómo dcpende la cantidad tOlal de combustible requerido, de la longitud del viaje? Escribir 
una fónnu la para la función involucrada. Explicar el significado de las constantes que 
aparecen en la fónnula . 

7) Una agencia dI! renta de automóviles cobra $260 diarios por el alqui ler de un automóvil. 
más $4.50 por km recorrido. a) Escribir una fónnula para el costo total de la renta por día. b) 
Si se renta un carro por un dia. ¿Cuántos km se podrian recorrer por $ 2000? 

8) Un avión que vuela a una altitud de 6 millas y con una velocidad (constante) de 650 mi/h 
pasa por una estación de radar en el instante I '" O. a) Expresar la distancia horizontal d 
recorrida por el avión (en millas) como función de t, para t ~ O. b) Expresar la distancia s entre 
el avión y la estación de radar. como función de d. e) Expresar la distancia s ahora como 
funció n de t. 

9) Un recipiente para almacenamiento en lo nna de prisma rectangular con la parte superior 
abierta. tiene un volumen de 10 ml . La longitud de su base es el doble de su ancho. El material 
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para [a base cuesta $ 12 el metro cuadrado y el material para los lados cuesta $16 el metro 
cuadr.wo. Expresar el costo del material como función del ancho de la base. 

10) De acuerdo a la Icy de Soyle. la presión p (en li bras por pulgada cuadrada) y el volumen \' 
(en pulgadas cúbicas) de cierto gas satisfacen la condición pv =. 800. ¿Cuál es el rango de 
valores posibles de la presión. dado que 100 S v $ 200? 

11) Una ventana tiene la fonna de un rectángulo coronado por un triangulo equi[¡itern. Si el 
perimetro de la vcntana es de 10m. expresar el arca A de la ventana en función de su ancho x. 

12) Una ventana tiene la fonna de un rectángulo coronado por un semicirculo. Si el perimetro 
de la ventana es de 8 m. ex presar el arca A(x) de la ventana en función de su ancho x. 

13) En un triangulo rec tangulo de base b =. 10 y altura h ~ 6. esta inscrito un rectángulo. 
Expresar e l area de dicho rectangulo A como función de su base x. (Sugerencia. ubicar al 
triángulo en un sistema de coordenadas. con los catetos en los ejes) 

14) Un tractor cuesta S 120000 y cada año se devalua 8% de su prC(;io original. Encuentre una 
fónnula para el valor V del trac tor después de lañas. 

15) En cierto lugar se cobra impuesto sobre la renta del modo siguiente: Si se gana hasta 
56000 no se paga impuesto. De más de $6000 a $13000 se paga el 10%. Mas de $ 13000 se 
paga el 15%. Representar esta función en forma gráfica. teniendo como abscisa la cantidad 
ganada y como ordenada la cantidad pagada. 

16) Se arroja una pelota d irectamente hacia arriba con una velocidad inicial de 96ft/s. por 10 
que su altura t segundos después es y =. 96 t - 16 \ 2 ft . a) Determinar [a máxima altura que 
alcanza la pelota construyendo una gráfica de y como función de t. b) Encontrar el intervalo 
de tiempo durante el cu.'ll la pelota está a más de 48 pies del suelo. 

17) El ai re seco al moverse hacia arriba se expande y se enfría a razón de aproximadamente 
1°C por cada 100m de elevación. hasta cerca de 12 km . a) Si la temperatura del sucio es de 
25°C. escriba una fórmula para la temperatura a una altura h. b) ¿Qué rango de temperaturas 
debe esperarse s i un avión despega y a1can7.a una altura max ima de 5 km? 

Modelos matemáticos 

Un modelo matemático es una descripeión por medio de una función o l-cuación de un 
fenómeno del mundo real. En la fisica e ingenieria constantcmente ~urge la necesidad de 
modelar un fenómeno para comprender y de ser posible. hacer predicciones acerca de ~u 
comportamiento futu ro. 

Para crear un modelo hace falta identificar las variables de las cuales depende el fenómeno )' 
hacer algunas supos iciones respecto a la dependencia de unas con otras. Frccuenteme~te es 
necesario introducir simplificaciones. ya que el fenómeno pued!: depender de tantas vanables 
que el estudio se vuelva extremadamente dificil. 
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En la realización de modelos se necesitan datos, los cuales se consiguen a través de 
experimentación (o encuestas u otras foonas de investigación, dependiendo del fenómeno 
especifico), asi como herramientas matemáticas como las que se estudian en este libro. Por 
ejemplo, frecuentemente al hacer una gráfica con ciertos datos obtenemos una curva que nos 
sugiere una forma funcional especifica. Si esto es asi. es posible hallar una ecuación que 
vincule a las variables. 

Para ver si el modelo es acenado. después de encontrar una forma funcional adecuada, es 
necesario hacer calculos para valores intermedios entre los datos disponibles y ver si se 
obtienen resultados congruentes. A esto se le llama interpolació". También se hacen 
predicciones para rangos de valores fuera dc los datos disponibles, para hacer predicciones en 
aquellos rangos. A esto se le llama extrapolación. La precisión de lo obtenido en interpolación 
y extrapolación nos da idea de qué tan bueno es nuestro modelo y nos permitc mejorarlo y 
ampliarlo a diferentes condiciones, dependiendo de los datos disponihles y de Ia.<¡ condiciones 
en que se desarrollen las mediciones. Frecuentemente para ajustar un modelo a un 
experimento, es necesario hacer algún cambio de variable que nos dé una recta. la cual será 
más fác il de ajustar que algun pol inomio: a esto se le llama linealización. 

Ejemplo: 

En un nperimcnto ~ Observll que un balín que cae libremente rccom: las siguientc5 distallCias (en cent ímetros) 
para los interva los de tiempo (en ~gundos) dados. 

o 
O 

, 
O., 

20 
0.2 " 0.3 

18 
0.4 '" O, 

En base a los dalO5 amer~. buscar un modelo para este fenómeno. 

Solución: 

Si graficamos los datos disponibles tendremos la siguiente fi gura: 

d ,. 

'. / • 
• / 0 
• /" 
• ~ 

o· 

.. " " " 
Figura 1.35. Curn que describen los datos. 

" 
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q\IC 5C asc:meja a una pa!i~II. Plll<1lklmninar si es katada estl oonjeturl. x puede cakular un renglón ap,in~ 
con los euad~ Ik los lIempos (redorw:kando a una ei.,.. d«imal . como nUin dados los datos origilllla) COftM) 
5C ve Cflxguida: 

o 
O 

:t .. t' O 

$ 20 44 18 122 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
0.01 0.04 0.09 0. 16 0.2$ 

Si hKem05 ahora una gri rte. Ik d ~s z. vel1"lm qlle n factible .justar un. linea recta. 

d 
,~ 

,~ 

'''' 

Figlln. 1.36. Linea lización Ik l. grtfica anterior. 

1..1 ecuación para esta recia la obtellelTlO5 al lomar por ejemplo los pIIIlIOS (0.0 1.5) y (0.2$. 1221. Oc estos ptlnlOS 

obtenemos la ceuKi6n: 

d - 481.5z + 0.125. 

Puesto qllC' Z - ,l. l. ecuación qllt relaciona a d con . u: 

d - 4g7.5r + 0.125. 

Ejercicios 1.7: 

1) Para el siguienle conjunto de datos. p es el peso (en gramos) de una masa que se coclga a 
un resorte. mienlms que )( es la longitud (en centímetros) que se mide del resorte en cada caso. 
Encontrar el modelo que mejor represente este conj unto. 

p , o 
5 

10 
7 

20 
9 

30 
11 

40 
\3 

50 
15 
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2) En este caso x es la longitud (en centímetros) de un cuadrado de vidrio y p es su precio (en 
pesos). Hallar el modelo para p como función de x. 

, 
p 

10 
4 

20 
16 

JO 
J6 

40 
64 

'O 
100 

3) Aquí x es la longitud (en centímelros) de un alambre de nicromel e i es la corriente (en 
amperes) que pasa a traves de él. 

, ; 
20 0.032 
30 0.022 
40 0.016 
50 0.013 
60 0.01 1 
70 0.010 

Sugerencia: Hacer el cambio de variable z = l /x y graficar i vs. z. 

4) En este problema. i es la inlensidad (en lúmenes) de luz recibida desde un punto a la 
distancia d (en metros). 

d 
1.2 
1 1.4 
0.8 2.2 
0.7 2.8 
0.6 3.9 
0.5 5.4 

Sugerencia : Hacer el cambio de variable z = Jld2 Y graficar i vs. z. 

5) Para csle caso, d es la distancia (en unidades ast ronómicas) de un planeta al Sol y I es el 
tiempo (en años) que tarda en dar una vuelta alrededor de él. 

Planeta d t 
Mercurio 0.387 0.241 
Venus 0.723 0.615 
Tierro 1 1 
Marte \ .523 1.881 
Júpiter 5.203 11.861 
Satumo 9.54\ 29.457 
Urnno \9. 190 84 .008 
Neptuno 30.086 164.784 
Plulón 39.507 248.350 

Sugerencia: Hacer los cambios dI! variables u = d1 Y v = e. y grafique u vs. v. El resultado de 
este modelo es la tercera ley de Keplcr. 
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Capítulo 2 

Límites 

Algunos procesos en ct anruisis de func iones nos llevan a la definición del limite. 
Estudiaremos el concepto de límite al tratar con la tangente a una curva y en el concepto de 
velocidad instantánea. 

Tangentes 

Para una circunferencia es muy fác il decir que una tangente es una recta que la toca en sólo un 
punto. Cualquier otra recta que la toque en dos puntos se le llama secante. Tambi¿n es muy 
fáci l dar la pendiente de la recta tangente. sabiendo que sicmpre es perpendicular al radio que 
pase por el pUnlO de tangencia. 

Pero si tratamos de defi nir una tangente a otra clase de curva. nos encontramos con 
dificu ltades. pues una recta que sólo la corte en un punto puede no ser tangente sino secante. 
mientras que una tangente podria tocarla en más de un punto. Esto se ilustra en la siguiente 
figu ra. 

Figura 2. 1. Curn con tangente que 13 cona. 

y por supuesto que al tratar de detenninar la pendiente de la recta tangente. no tenemos un 
método fácil. puesto que esto dependerá dc cada curva en particular. 

Como una fonna de aproximar la recta tangente a una curva en un punto. lomemos una 
secante a la curva en cuestión. y démosle al otro punto coordenadas cada vez más próx imas a 
las del punto de tangencia. Confonne ambos pUnlOS se acercan. vemos que el valor de la 
pendiente que calculamos se acerca a un cierto número. A este número es al quc IllImamos 
limite de este proceso. 
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Ejemplo: 

¡.tallar la ecuación de la recta tangente a la curva y - ~ ' en el punto P{ 1.1 l. 

SoluciÓl1 : 

l'ara resol~er estc problema necesitamos hallar la pendiente de la recta tangenle. por lo que es necesario lomar 
04ro punto muy cercano a P. al q~ llamaremos Q. La pendien te de la s«anle que pasa por los punlOS P y Q es: 

m,..," (X ' 1 )I(~-I). 

OorIde Q puede estar antes o después de P. I'or ejemplo. para ~ '" O.S tendremos 

m - [(O.S )' - 11/[0.5 - 1 J '* 1.15 

mientras qut: pard ~ '" I.S tendremos que: 

A eontinuacÍÓlluna breve tabla de ~alores cercanos a 1 y Ia.~ pendientes que resultan de ellos: 

, m • m ... 3.3 1 O., 2.71 
1.01 3.0301 0.99 2.9701 
1.001 1.ooJOOI 0.999 2.997001 
1.0001 lOOOJ O."" 2.9991 

De ver esta tab la, se puede concluir que el valor mis apropiado debe ser J . En efecto es asi . y la perw.liellle de la 
recta se loma como m - J, con lo que la ecuac iÓ<1 $Cm: 

{) 1) - l(K - I) 

y - h · 2 

Al número J obtenido es al que llamamos limite. 

Velocidades 

En general. la velocidad de un móvi l no es constante, sólo en casos excepcionales. Por esta 
razón se define la velocidad instantánea, es dL'(: ir, la velocidad para cada momento. Para CSIO 
se calcula la vdocidad promedio del instante en cuestión con otro instante cercano. De manera 
similar a como se hace para hallar la pendiente de la recta tangente a una curva. la velocidad 
instantánea SCid la velocidad que nos resulte del limite de promediar para inSlanleS cada vez 
más cercanos. 

t:jemplo' 

Galileo Galilei dc !>C ubr ió que si se deja Caer un ooJeto desde cieIU altura. la disumo::ia d (en metros) quc reCOITe a 
pan,r de O<: punto eSla dada por' 
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~ I es el tiempo (en segundos) ITIrIscurrido desde el ll'l()ll1tllto que se dejó caer el objeto. LII ~Iocidad COtl 
que se mueve el objelo .Umetlla conlinuamentc. por lo clIIIl para cad¡, iMUnle de liempo hly una ~docidad 
difcn:l'lle •• la que IIlmaremos vdocidad ;n~l.ine .. 

Para calcular la ~Iocidad inUUlllnel en un ;n'\tlnle 0.10 ... wmamoli la fórmula para la ~elocid;td prorM(ho: 

~ .. ~. 
1,- 1, 

y lomaremos valores de I ca4a vu mis cercanos a Iq. EsIO nos di: 

v .. d(() - d( I. I . 

1-1. 

Suponiendo que .. .. SI. lendremos un.labla como la 5iguientc: 

, , , 
>.! SI.4S •. , 465S 
U 49.49 ••• 41.S I 
s.a l 49.049 ' .99 41.9SI 
H)OL 49.0049 ' .999 41.99SI 
S.OOO I 49.00049 ' .9999 41.999SI 

De la labia anlerior, se ve que el mejor valor para la ~elocidad in51.nÜnca en el inSlanle 1" S debe ser ~il .. S $) ~ 

49 mis. 

Definición del límite 

De<:imos que la función ftx) liene como limite a L cuando x tiende a a si podemos hallar un 
numero mu)' pequci'lo (; > O pam el cual existe otro numero mu)' pequei'lo b > O que cumpla lo 

siguiente: 

~i~f(x) = L 
(1) 

If{x) - LI < € 

siempre y cuando 

O<lx - aj < b. 
(3) 

Ejetllplo: 

Oemo5frar que : 

~¡,:" (4~ - S) " 7 

Solución: 
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Oe la anterior definición tenemo~ qur: 

siempre )' cuando O < 1" - 31 < a. 

ta primera dl'sigualdad nos da: 

·c ' 4~ - 5 ' '' .: 

• .: < 4)( - 12 < (; 

·&/4 < .. ) < &/4 

que al sustituir en la segunda escrita en la forma: 

nos da: 

·0 "' - &14 < )( 3 <&l4 - ó. 

o Ka que si nos dan cualquier c. siempre hab'" un ¡; igual a &14 que satisfaga ambas desigualdade!.. lo cual 
prueba que en efecto 7 es el limite buscado. 

Ejemplo: 

I lallar un numero ¡; lal que: 

Ilx1
6"'6) - 61< 0.2 siempre)' cuando Ix - 61 < ó. 

Soluciun: 

Aljul f(~) - )( 1 _ óx t 6 ~ IX _ J )l _ ). Poniendo esto en la definición de limite. tenemos que: t - 0.2. ftx) _ ~ 1 _ 
6)( t 6. c ~ 0.2. y a " Ó. O sea que lo que vamos a hacer es probar que: 

lim ,..1_ 6x . 6 6 

dentro de la precisión dada por t - 0.2. La primera Oc-s igualdad da: 

·0.2 « x' - 6x • 6) ó < 0.2 

6 - 0.2 < ,.. 1- 6,, ' 6 < 6 ' 0.2 

S.8 < f(x) < 6.2 

Par" ha llar los valores d<, .' entre los cuales se cumple la anterior desigualdad. resolvemos las c<:uaciolK:s ' 

S 8 x óx"ó 6.2~ )< 1_ 6.\ + 6 

lo cual noS da . 

• , .. 5 .%6 ~ a - 0 .0J4 Xl .. 6.033 .. a .. 0.033 

EMO cs. ó, - 0.034 > 51 - O OH Para el ¡; final lomamos el menor. o sca Ó " 0.03) Y decimos que sc cumple que: 

I(x ' 6 .. ' 6) - 61< 0 .2 sIempre y cuando Ix - 61 < 0 .033. 
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Límites laterales 

Lo dicho anteriormente sobre los límites vale cuando nos acercamos hacia a desde valones 
positivos igualmente que cuando I'IOS acereamos desde valores mayores que a. Cuando nos 
acercamos a un punto (a,(a)) tomando sólo valores menores que a.. podemos hablar del límite 
lateral i7..quierdo de t{x): 

~~~ f(x) = L (4) 

Donde el - nos indica que estamos acercandonos desde la izquierda. Si nos acercamos sólo 
desde valores mayores, tendremos el1ímite derecho de la función: 

lim f(x) '"' L ...... (5) 

Igual que antes. el signo mas nos indica que I'IOS acercamos desde la derecha. 

Si al calcular los límites laterales éstos coinciden, el límite existe. De lo contrario. el limite no 
ex iste. En las funciones definidas por secciones es frecuente que existan los límites laterales. 
pero no sean iguales. 

Ejemplo: 

lim(~ - I) · O 

Como los limites coin.ciden, decimos que: 

Ejemplo: 

('-' f(x ) = x' 
.<. 
",O 

Hallar !~~. I{~ ) y lim f(~). 

Solución: 

Por la izquierda vemos que: 

mientras que por la dcr«ha: 
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lim f(~ )- lim Xl K O 

Comu los Umil~S laterales rIO coinciden. no e~isle e l limite de l{l )cuando ~ tiende iI O. 

Reglas para calcular límites 

Los limites cumplen ciertas reglas. que senin muy útiles panl calcular nuevos limites. 

Si existen los limih;'S ~i~ f(x) y ~~ f(x) entonces: 

1 lim Itlx j ± g(x)1 '" ~i~ f(x) ± ~i~ g(x) (6) 

2 lim le f(x)1 '" e ~i~ Ilx) (7) 

Hm If(x) g(x)] '" ~i~~ Ilx) ~i_~ g(x) (8) 

4 lim [f(x)lg(x )J = ~~ f(x)! ~i~ g(x) {siempre q ue ~~g(x) ... Ol (9) 

lim If(x)]" '" I ~¡~ f(x)]" (10) 

6 lim l '" l ( 11 ) 

7 lim x "' 3 (12) 

8 limx" "' a" (13) 

9 lim if;. = 'fa ( 14 ) 

10 ~i ~! ~ = ~~i~ f{x) (15) 

Estas reglas nos muestmfl que en los polinomios se pueden hallar los lím ites por sustitución 
directa. esto es: 

~i~ f(x) =- Ha) ( 16) 

Esto mismo vale para las funciones racionales que no tengan alguna si ng ularidad (cuando el 
denominador vale cero) o indeterminación (cuando hay cero en el numerddor y denominador 
si nmultáneamentc). Para las funciones racionales que a l susti tu ir di rectamente obtengamos 
una indetcmlinae ión de la forma 0/0. debemos hacer un poco de álgebm que nos permita 
eliminar esa indeterminación. 
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Ejemplo: 

:0; ' _4 
Calcular lim--

. -, :0; - 2 

Solución: 

Limites 

Como aqul al sustituir encontramos una irnktenninación del tipo 010, hacemos un truco muy usual : faclorizamos 
e l numerador (observemos que ~ste n una diferellCi. de cuadntdos), con lo cual: 

lim (:0;+2)(:0;-2) 
, " :0;-2 

Cancelando el faclor comun lanto en el numerador como en el denominador, otH:enemos: 

Ej emplo: 

Calcular: 

lim
hJ

- 8 
• . , h'- 4 

Solución: 

Aqul lellCmos que hacer una doble factori:taeión, pues en el numerador se I~ una diferencia de cubos miemno~ 

que en el denomi nador hay una difereroc ia de cuadmdos. Con las fórmulas para cada caso se otH:iene: 

lim
hl - 8 = lim{h - 2)(h '+ 2h + 4) 

o" ' h '- 4 o., (h - 2)(h+2) 

cancelando faclores comunes y sustituyendo: 

lim hl+2h+4 - 3 
0-.' h +2 

Ejemplo: 

Calcular el limite: 

lim '¡;- 8 
,-.. V; - 4 

Solución: 

Para limites de esta clase, es conveniente convenirlo en racional , para lo cual buscamos un común di Visor <k 
ambas rakes, que en este caso mulla ser )t"", por lo cual n rttomendable hacer y - :0;''', con lo cual cllimitc se 

conviene en: 
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EstQ)<a S<: puede resolver como en el ejemplo iII1lerior, con una doble factori zación, 

lim < - 8 ,.. lin (Y - 2xl+2y+4)" lim l +2y+4 _ ) 
, ~ 'f - 4 , -~ (y -2Xy+2) , ,,, y+2 

Eje rcicios 2.1: 

Calcular los siguientes limi les: 

, x-2 
2) Itm--

.-1 .¡:¡-:;; 

( x+ h)' -x' 
5) E~' '---h-!--

6) lim y1_5y+6 
, .... ! )' - 2 

, x1 +3x-IO 
7) 1I m "--="-'''

, • l x +5 

x- 4 
8) ~i ,!! -, " "-:c,,-'+-., 

9 
" 

t I - 31 ... 2 
I,m--,--

'-' 1" - 1 

, ,1_ 31+2 
IO)hm--,--

,-., ' " - 1 
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no ~uiere decir ~ue el limite si exista y sea ± ca. Reiteramos que ca sólo es un slmbolo para 
dectr que la cantidad puede aumentar indefinidamente. 

Ejemplo: 

lim---_' _ - • • 
· ···x'-6x+9 . 

Es posible defi nir limites infinitos izquierdos y derechos: 

l¡m = ~ .-0' 
Ejemplo: 

Seaf{x) - ~ .-, 
Si oos acercamos. 1{ " .5 desde valores menores que S. oblellelnOS valores llegativos arbitrariamenu: grandes en 
valor absoluto, por lo cual: 

mienlnu que si nos acercamos de$de valores mayores que 5. obtenemos valores pcKilivos arbi trariamente 
grandes. por lo eual: 

lim 1l1{) - '" .... 
A veces sucede que al hacer x tan grande como se desee (en valor absoluto). la función tiende 
a un límite. En estos casos se escribe: 

( 18) 

donde se entiende que si los valores de x se vuelven arbitrariamente grandes en sent ido 
positivo, se diee que x ~ ..,. mientras que si toma valores negativos arbitrariamente grandes 
en valor absoluto. se dice que x ~ • ca. Por último, tenemos muchos casos en que al aumentar 
(o dismi nuir) indefinidamente el valor de x, el valor de la función aumenta o disminuye 
indefinidamente. Esto se representa con: 

( 19) 

Para evaluar estos limites. es muy úti l usar las reglas siguientes: 

lim x" - ±ca In positivo) (20) 
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Capitulo 2 

12) lim Xl + 4x+3 
• _ _ J x +3 

13) lim x +3 
,----J x1 +4x+3 

14) lim Xl +x - 2 
' .... -l xl_ 4 

15) limx l +x - 2 
, .... 1 x-2 

16) limxl- 7x+1O 
, ... 1 x-2 

17) lim G 
..... , 1- 1 

. xJ_ aJ 

18) hm - . --• 
..... x - a 

19) lim rx - 1 ..... , rx- I 

20) lim ,¡; - 8 
.-?IX - 4 

Límites que involucran infinitos 

Limites 

Para algunas fu nciones hemos visto que no hay un límite, sino que el valor de la función 
aumenta su valor absoluto indefinidamente conforme x tiende hacia a. Esto se si mplifica 
como: 

~i..T. f(x) = ± 00 (17) 

donde el signo + se toma si la función toma va lores positivos arbitrariamente grandes y el 
signo - si la función toma valores negativos arbitrariamente grandes en valor ahsol uto. Esto 
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Capitulo 2 Limites 

El signo se selecciona de acuerdo a los siguientes criterios: si n es par se usa el signo mas: si n 
es impar pero J( crece, el signo también es más. Pero si n es impar y )( decrece. el sigIlO es 
menos. 

lim )(.n:O {n positivo} (21) 

Ejemplo: 

Ilallar li m x'+,2X+I. 
••• x + I 

SoluciOn: 

Para evaluar este limite. di~idimos el numerador '1 el denominador enuc la mayor potencia del derHlminador, en 
este caso, Xl : 

r 1+21x+llx' 
1m 1+l l x ' 

con lo cual de inmediato ~emos que el limite vale 1, pues los demás támioos se: hacen cero. 

Ejemplo: 

Hal1arlim~ 
... x +3 

Solución: 

Dividiendo entre x numerador y denominador. 

lim~ " OC, 

"'1+3 / x 

Ejercicios 2.2: 

Calcular los siguientes limites: 

3) lim~ 
, ....... )( 
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, 
4) lim X +x- I 

, ... ., 2x+5 

5) lim )xl ~2x-1 
. ...... X +4 

. ( ' ') 9) 11m .+-
. ... - X X 

10) l im~ 
. ... 0· 2x 

11 ) lim x
l
+3 - 10 

,- -5 x +5 

13) lim ~ 
.-0- x 

14) lim x 
, ... ., },)x J + 10 

x' 
15) lim --

. ... J- x -3 

16) lim x +4 
._,' x l +2x-3 

17) lim - ' -
, ... _1- x+2 

Lirn i!cs 
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18) lim l XI 
· -o<l 2x - 7x +5 

19) lim x-I 
._12xl 7x+ 5 

20) lim x - I 
' _" 2X l 7x +5 

Continuidad de las funciones 

Se dict: que una fund ón es continua en x = a si: 

~i~ ax) : I\a) 

Si una función no es continua en x : a, se dice que tiene una discontinuidad alti. 

Una fundón es continua desde la izquierda si: 

!~~ f(x) '" f(a) 

y desde la derecha si: 

I.Imit~s 

(22) 

(23) 

(24) 

Una función es continua sobre un intervalo si es continua en lodo número en el intervalo. Para 
los puntos extremos sólo hay continuidad por la izquierda o por la derecha. Cuando en una 
función definida por secciones existen los limites laterales pero no coinciden, se dice que tiene 
una discontinuidad de salIO. En funciones en las que existe el limite en a. pero ((a) no está 
definida. se puedc redefinir la funci ón en a como aa) para vol verla continua. En tales 
ocasiones decimos quc hay una discontinuidad rcmovible cn a. Si hay una discontinuidad en a 
y no ex iste el limite de la función en a, hablamos de una discontinuidad esencial. 

Gráficamente la continuidad de una función se ve si podemos dibujar la curva de un solo 
trazo, o sea. sin necesidad de despegar el lápiz (pluma. gis, etc). En fundones ddinidas por 
secciones., puede haber o no continuidad dependiendo de si existen y coinciden los limilL'S 
laterales para cada sección de la función. 

Ejemplo: 

La fu nción ftx) - IIx' t~nc un~ di5Conti nuii!ad esenc ial en )( - O. puesto que no e"iSle el limil,· de la ¡"unción 
cuando x úenlk a cero. 

Ejemplo: 
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La función: 

tiene una discontinuidad de salto en x " O. pues los limites laterales no coinciden (el limite izquierdo vale cero y 
el derecho vale uno). 

Ejemplo: 

La función ~ tiene una discontinuidad rcmovible en x " l, pUC$ los IImitC$ laterales coinciden (va len ambos , - ) 

seis). pero la función no está definida en x .. 3. Pero si redefin imos la función como: 

1
,' -, -- .. ) 

f(x) : x - ) 

6 x ", 3 

la función será continua en x .. 3. 

Si f(x) y g(x) son continuas en x = a. también lo son: 

l (f ± g)(x) 

2 e f(x) 

3 (fg)(x) 

4 (f/g)(x) {siempre y cuando g(x),;. O) 

De aquí se deduce que: 

a) los polinom ios son continuos en todos los reales. 

b) Las funciones racionales son continuas en todo su dominio. 

c) Las funciones irracionales son continuas en todo su dominio. 

Para las funciones compuestas se cumple que si f(x) es continua en b y: 

~i~ g(x) = b, 

entonces: 

~i~ tlg(x») = ttb) 
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Capilulo 2 
Llmiles 

o se.a que si g(x) es c:on~inua en a y f{x} es continua en g(a). entonces (f o gXx) - r [¡;(x)[ es 
COnl~~ua en .a. Esto Indica que una función continua de olra función continua es también 
funcJon conllnua. 

Ejemplo: 

Sea la función definida por. 

!
P <b 

(I~I _ 4 - ~ ' 

u.h 

,,' 
- J < . < I 

," 
.Iallar los valores di:- las COfIstantn l. b Y c que hacen que ftx))ClI cOlllinua en ~u dominio. 

Solución: 

PIU1I resolver este problema dcbcm05 $lObeo- el valor de los hmllCS de la sección que si nlá bien definida.. en 1m 
(J{~ del intervalo. Esto nos dirá Cuales son los v.1om de los IImitcs que debe asumir II función en tu 
secCIOl'le$ mlanlCs II xen:.nc: I los mismos ntons que limitln dicho inlervalo: 

Si. -+ - J.(4 - ~¡) -+ ·S. Si. _ 1.(4 - . ' ) -+ J . Esto implicl que: 

Esto I>C'nnile estab lecer las ecuaciones siguientes SUsl¡lu~ndo el IImi,e por el vl lor de la función (puestO que la 
función en cuestión es un polinomio): 

·S - a(-J) + b J - acl) + b. 

Teorema del valor intermedio 

Si f es continua en el inlervato [a.bj y N es un numero entre «a) y f(b). entonces existe un 
numero c entre a y b 1.111 que f{c} = N. Esto es fácil de ver gráfi camente en la figura de la 
página siguiente. 

Elleorcma establece que u iSle un numero. pero no condiciona a que sea unico. PUL "<le haber 
dos o más numeros que cumplan la condición. Pero si no hay ninguno. es porque no se 
cumplieron las condiciones del teorema. por ejemplo. puede ser que la función no sea 
cont inua. o que e l intervalo no sea cerrado. 

Esto ticne gran utilidad para hallar raices de ecuaciones. En tal caso N '"' O. por lo que f(a) < O 
Y f(b) > O. Para hallar mices. debemos hacer que a y b estén lo más cerca pos iblc. pero no 
dejen de cumplir la condición de que f(a) es negativo y f(b) es positivo. 
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I 
1\b) 

/ 
N - 11) 

Figun!. 2.2.Teorema del valor intermedio. 
Ejemplo: 

Sea f{~) .. ~J _ 4x + 2. Aproximar una n!.i~ en el intervalo [1.2 [ con un error menor que 1/4 , 

Solutión: 

Primero verifiquemos que: el cero está entre los extremos: 

f(1) m(t )' - 4( 1)"," 2 " -1 

f(2) " (2)' - 4(2)"," 2 .. 2. 

Se verifica que N .. O eSlá em~ f{ 1) Y f{2). Pan!. aproximar la ra¡~ partiremos e l intervalo suo::" ivamc:me en 
mitad". y nos quedaremos COIl aquellos intervalos que contengan a c con una precisión de 114. o sea que: 
buscaremos que fl:e) eslé entre - 1/4 y 1f4: 

({312) - ·SI! . 

Como es negativo, e es!! entre 312 y 2, por lo que al panir e l intervalo nuevamentc. e le: 

f(7/4) - 23/64. 

f{ 1318) - I01ISI2 .. 0.2 1 < 1/4. 

o sea que la n!.íz buscada eSI6 próxima a X " IJI8. 

Comportamiento asintótico 

Cuando tenemos límites del tipo: 
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observamos que la función se pega cada vez más a la recta x • a, pero nunca la toca. A esta 
recta se le llama asíntota venical de la curva y - ftx) . También es asíntota aunque sólo exista 
uno de los limites laterales. 

Si tenemos un limite dcltipo: 

(3 1) 

la función se pega cada vez más a la recta y "" L. A esta recta se le llama asíntota hori7unlal de 
f(x). También en estos casos se pueden tener asín totas aunque sólo exista el límite sUf"Crior o 
el límite inferior. 

A veces la función se pega a una recta que no es ni horizontal ni venical. sino que tiene una 
« uación del tipo y - mx + b (estit inclinada). Para hallar la «uación de la recta se usan las 
fónnulas siguientes: 

m = !~ If(x)/x] (32) 

b = !~]ftx) - mx ] (33) 

Cuando tenemos limites de la fonna : 

(3,) 

resulta muy útil saber de qué fonna crece (o decrece) la función confonne crece el valor de )l . 

Esto se logra si observamos la fonna funcional que no se hace cero al calcular el lími te. Con 
esto sabremos que la función crece (de<:rece) pegandose cada vez más a la función eneonlrada. 
aunque no se trate de una linea recta. como es el caso de lo que llamamos asíntOUIS. A la 
función ha llada podemos considerarla como una curva asíntota de la función que se está 

examinando. 

F.jcmplo: 

Sotución: 

Para las as[nlotas vert icales. observemos que pMa cn los puntos en que el denominador se ha<:e cero. ~'SIO es. cn" 

- i 2: 

tim ~ ' +3,, +2 - lim Ix + llt~ ·2) 
x '~ 4 " ' l x +2)( x - 2) 
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lim x'+3x+2 .. lim (x+ l)(x+ 2) - 114 
• ,. , x

'
+4 .~-, (x +2)(x - 2) 

o sea que sólo en x .. 2 hay asrntota vertical. Para las aslnlOw 00 venicales (horizootales o inclinadas). veamos 
el comportamiento de la función t uando ~ -+:toe: 

lim ~'+3x+2 _ r 1+3Ix +2Ix ' _ 1 
x' + 4 . ~'!! 1- 4 / x' 

De donde resulta que en Y" 1 hay una aslntOU, horizontal. 

Ejemplo: 

x'+2x- 1 
Hallar las asrntotas de la curva y - --,--. 

Soluc ión: 

Como en x .. O el denominador se hace cero. 1I recta x .. O es aslntota venical. Pira las Islntotas 00 ~nicales 
hacemos: 

lim x' +2x - l .. lim [x+l - Ilxl - Q) 
. ~~ x 

Vemos que 00 hay aslntotas hori7.ontales. Sin embargo. puede haber asrntotas inclinadas, pues vemos que la 
e~presión resu ltallte se compona en forma lineal. Para hallar los panmctros de la recta hacemos: 

m - limr _ limx '+~X - I " lim ( I +3. _ ...!... ) _ 1. 
'~ '~ x .~, . x . ~ , . x x' 

h - lim(y - x) _ lim x'+2~ - I -x' - lim (2- "!')-2 
, - ." • • • » X • • ,. X 

por lo taIlto. la c<:uación de la aslntota es: 

Y" x + 2. 

Lo visto en este capítulo nos pennite ampliar la gama de funciones cuyo comportamiento 
podemos analizar tanto gráficamenle como algebraicamente, aumentando a lo aprendido en el 
capitulo anterior. lo relacionado a la continuidad y el comportamiento asintótico de las 
runciones. 

Ejemplo: 

1 + x'" 
Grafiear la curva y " --. 

, - 1 

Solución: 

En primer lugar. vemos que la fUllCión 00 está definida para valores negalivos de x, debido al t~rmino ,, )!l. Esta 
fUllCión tiene un cero en el denominador en X" l . Calculemos ellfmitc p8f1I sabcf si hay as1nlolo: 
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Ejemplo: 

Dibujar la grjr~ de: una función eontinua en R _ 1-2, _1 21, que ,..tisraga lo siguiente: 

f(3) - O, f{0) - O, 

I;m fl) - O, lim f{x) " - 00, lim fl:o:) "'oo, lim fl:x) - . 00, lim f{:O:) - 4', lim fl:~) " J', 
,; . , , , ,-. --,' , ,. ._-
Solución: 

Lo primero que conviene hacer es ubicar los ¡MiniOS por donde estamos seguros que pasa la función. estos 5011. 

(3.0) Y (0.0). 

Luego de: ello, vemos que suce<k cerca de: los puntos de: discontinuidad. Cerca de: - 2 la IVnción cs'" CerCa de: 
cero, lo cual fIO$ d ice que la IVnción tiene un.a diSConlinui~ removiblc ahl. Cerea de: - 1 hay un.a aslnlQUo que 
lleva 11 la función hacia abajo indc:finKbmenll'. Cerca de: 2 tamb~ llay aslntota, la cual lleva a la función hacia 
arriba en II pane izquierda. mientras que en 11 dc:rechala trae dc:5de aNjo. 

Por último, vemos que el compooumicnto asintól ieo es urol que llen I l. pane negativa de: la función ha<:ia 3. 
desde valores mayorn (o SCI. desde arriba). Por otro tado. l. parte positiva va hacia" desde: vllorcs IMOOI'CS (o 
sca. de:sde abajo). 

Todo esto se ilust ra en la siguiente grirlCl: 

I : 

y 

, -. 
- ) 

~ "- , /~ 
\. 

, 
I . , 

. , • . 
\ 
t 

/ . . , 

\ 
Figunl 2.4. Función con ~Inlotu. 

Ejercicios 2.3: 

. , 
1) Detenninar las ecuaciones de las asinlotas de la funCión: f{x:) = Xl + I 

2) Detenninar las asintolas venicales y horizontales de la función g(x:) - . g. 
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. 1+ Xli' 
hm -- -±~ 
,., x - l 

Limites 

así que vemos que en x - 1 ha)' una asíntota vertical. Siendo nUlS cuidadosos, podemos ver que para valores 
menores que uno. tendremos cantidades negativas. por lo que antes de 1 vale e l signo menos: mientras que para 
valores positivos tendremos cantidades positivas, por lo que dcsputs de I vale el signo mih. 

Para ver si ha)' asintOlas no verticales. hacemos: 

lim I+x '" .. lim IlJi+Ji '" _ ", 
,... x - 1 , .,,, 1- l / x 

De aquf se ve que no ha)' asíntotas horizonlllles ni indinadas. y que la función se comporta asintót ;camente como 
x'll. Además de la anterior información. vcmos que I{O) - - l . 

Para traur la gráfica, po<kmos hace!' prime!'o la aslntolll en Ji " 1,)' como I{O) " - l . la función debe salir de)' - . 
1. Par.s la 0Ir.s paste. trazamos una curva que baje desde valores muy grnfldes como lo marca la aslnlota. )' para 
completar. trazamos una r«ta que se "pegue" a)' · x' ll a valores cada vez ma)'ores de x. Esto se ve enseguida: 

>, \ 

-, 

Ejemplo: 

. 1+ x'" 
FIgura 2.J . l{x) " ---;:-¡- . 

El nÍlmero de calculadoras N(p) que puede vender una compania manufacturenl a un precio de p pesos por 
unidad. estfl dado por N(p) - 500/p'. Encontl'al' lim N(p) e interpretar el resultado . . ~ 
Solución: 

IimN(p) - lim 500lp · ", ... . ... 
Como ya se ha reiterado a lo largo de este texto. el símbolo oc no es un numero, sino un s imbo lo. Esto lo que 
qu iere decir en relación con e l problema planteado es que no habrá limites en el numero de unidades que pueda 
vender la compallía si cada ve~ son mAs bar.sw. 
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Llmile~ 

. .. x l +x-2 
) Bosquejar la gráfica de la funclOn f(x) = X l +)x _ 4 ,obtenicndo: raíces, asín tota.<¡. puntos 

de discontinuidad y su clasificación. Justifique todas sus respuestas. 

, 
4) Ibcer un esbozo gráfico de la función f(x) : ,~ . 

Vx l +1 

5) Sea f(x) '" J x ,determinar: 
, - I 

a) domi nio y rango 
b) mices 
e) ecuaciones de las asíntotas horizontales y verticales 
d) puntos de discontinuidad y su clasificación 
e) gráfi ca 

Xl +2x-) 
6) Para la función f(x) - Xl +x-6 determinar: dominio y raíces, intervalos de continuidad y 

su clasificación, as íntotas: y hacer un esbozo de su gráfica. 

7) Dar una raíz aproximada para f(x) '" _X
S + )x - J, con una precisión dc 0.25. 

8) Dar una raíz aproximada para la función f(x) '" x' _)x2 + X + l. cuya exactitud sea dc 0. 1. 

9) Bosquejar la gráfica de una función f(x) conlinua en todos los números reales. excepto en 
(-S, -1. 4 j, la cual satisfaga: 

~i~ f(x) : 00 

lim f(x) : -«> 
. .... _J . 

li m f(x) - 00 
' .... - 1 

li m ((x) - O 
,- -1 

~-7) ' -2 

~1) - S 

~7) ' -2 
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lO) Dibujar la gráfi ca de una función continua en R - {-l , -4, 4, 6}, la cual tenga 
discontinuidades esenciales en x '" -1 Y x "" 6 Y discontinuidades removibles en x '" -4 Y x = 4. 

11 ) Calcular los valores de A y B para que la función sea continua en todos los números reales 

x S-2 

- 2 s x s 2 

» , 
12) Determinar los valores de a, b y c para que la función sea continua en todos los números 
reales 

x S- 1 

- ] S x s 2 
» , 

13) Un equipo médico de investigación estableció que la masa M(t) de un tumor, como 
funció n del tiempo I al cual el paciente es expuesto a radiación durante el tratamiento, está 
dado por 

en donde M(t) está en miligramos y t en segundos. Debido al mal funcionamienlo de los 
aparatos ut ilizados es imposible exponer al paciente exactamente por tres segundos de terapia 
de radiación. ¿Qué valor se debe dar a M(3), a fi n de que M(t) sea una funció n conti nua? 
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Capítulo 3 

Derivación 

En el análisis de la variación de las funciones será muy lit;l el concepto dc derivada. Ya nos 
hemos acercado a la definición de esta canlidad al buscar ecuaciones de tangentes )' 
velocidades instanláneas. Ahora formalizaremos esto. 

Tangentes 

Si una ecuaciÓn tiene la ecuación y :. f(x ) y queremos hallar la pendiente de la l\."Cta tangente a 
ella en el punto P(a.f(a», entonces consideramos un punto cercano Q(x, f{ x)) con x .,. a. y 
calculamos la pendiente de la secante: 

( 1) 

A continuación hacemos tender x hacia a, lo cual nos dará: 

Ejemplo: 

ObIener la ecUllCión de 1I rull tan!",le I bo curva Y " 2.1 -2 en el purllO P( 1,0). 

Sotución: 

La pendiente de la re<:la estarlo dada por: 

m _ lim (2.' - 2) - (2(1)' - 2) .. lim (2~ ' - 2) .. 2 tim (~ - f)(~ . 1) .. 2 I im(~ . 1) ,,". 
, ." .-1 , -., ~ - I •. , ~ _ I .. , 

Con eslO la ecuac ión de la recta IoCrt: 

(y - O) - 4(" - 1) 

Y" 4,,_4 

Velocidades instantáneas 

Para la velocidad instantánea. examinaremos la caída libre de un cuerpo. Supongamos que ~n 
cuerpo cae libremente por la acción de la gravedad. El cuerpo se v~ mo~icndn c~a \C7 mas 
rápido y en cada momenlo el cuerpo tiene una velocidad bien defimda dIferente. SI el cuerpo 
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se mueve desde una posición s hasta una posición s + As, al transcurrir un intervalo de tiempo 
111. la velocidad promedio es la razón entre.ó.s y 6t: 

{v ) =~. ,,. (3) 

Si inicialmente el cuerpo estaba en reposo, la distancia recorrida (en melros) por el cuerpo es 
4.9 t2 • (con t en segundos), con lo cual la velocidad promedio como función del tiempo 
únicamente será: 

{v) ", ~.~t+I1I ) 1 _4 .9 t l . 
al 

(4) 

Ahora bien, si el cuerpo en cuestión se mueve cada vez más rápido, veremos que el calcular el 
promedio anterior en un intervalo de tiempo pequeño (por ejemplo, una décima de segundo) 
puede dar resultados muy diferentes que los que se obtcndrian en un intervalo de tiempo 
mucho mayor (digamos, S segundos). Esto quiere decir que para tencr una buena medida de la 
velocidad instantánea es necesario promediar en intervalos de tiempo cada vez menores. Esto 
finalmente nos lleva a tomar hacer tender a cero el intervalo de tiempo, y tomar el limite 
correspondiente como definición de velocidad instantánea: 

v(l) = lim 4.9(1+ I1t)1 _ 4.9t
2 

111.....0 61 
(5) 

que en este caso nos lleva a lo siguiente: 

v(t) = lím 4.9(, 1 +216t+111
1
)_ 4.91

1 

111.....0 111 
,. 9 .8tó.t + 4.9.111 1 
,m . 

<\1.....0 I1t 
(6) 

Ili stóricamcnte, el desafTOllo de las ideas del cAlculo estA estrechamente ligada a las ideas del movimiento. En 
la época dorada de Atenas, Aristóteles sostenla que los cue:rpos calan con velocidades proporcionales a la masa 
de cada cuerpo. Este conceptO permaneció in\acto durante la era romana y también en la edad media. donde el 
oscurantismo que gobernaba dictó que las doctrinas de Aristóteles eran leyes divinas . 

En la época renacentista, Galileo fue la punta de lanza en e l estudio de la fisica ( llamada en aquel entonces 
filosofia natural), introdueiendo el método uperimental para lIpOftlII" conocimientos. a diferencia de los métodos 
puramente filosófICOS de AristÓleles. Para estudiar la calda libre de un cuerpo, Gali leo disenó rieles inclinados 
que "menguaban" la aceleración de la gravedad. La ruón de esto es que la caida libre era muy nipida pan! una 
~poca en que los tiempos muy cortos eran extremadamente dinciles de medir. Con e l plano inclinado Galileo 
encontró que: las distanc ias recorridas en calda por un riel incl inado, para intervalos iguales de tiempo. estaban en 
proporciones regulares: 1:3:5:7,elc. Cuando el plano estaba mas vertical, las distancias aumentaban, pero las 
proporciones permanecían constantes. por 10 cual Galileo concluyó que esta ley también deberla ser v11ida para 
la calda libre. 

Observando que los totales en cada caso daban una sucesión de números cuadrados (esto es: 1 + J .. 4, 1 + J + 5 
.. 9, I + J + 5 + 7 " 16. etc), Galileo concluyó que la distancia recorrida por un cuerpo en carda es proporcional 
al cuadrado del tiempo que le toma hacer ese recorrido, que: es la ley que: conocemos actualmente. 
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Manipulando este limite por medio de las reglas estudiadas en el capítulo 2. tenemos que: 

v(t) = lím 9.8t + 4.9L\t = 9.8t . 
.~ 

(7) 

De este modo, la velocidad de un cuerpo que se deja caer desde el reposo es simplemente el 
producto del tiempo transcurrido por la cantidad constante 9.8, llamada aceleración de la 
gravedad, y representada con g. 

Para el caso general en que se tenga olr.t ley para el desplazamienlo del cuerpo en fu nción dd 
tiempo, se cumplirla que: 

(S) 

Con esto, podemos definir la velocidad instantinea como: 

(9) 

Ejemplo: 

.. ~Uilf b velocidad inSllminea ~ 1" ~ de un <:ucrpo que CK dnde el reposo: 

Soluc ión: 

veS) .. Iim 4 .~S~)' - ~S)~ .. lim~~+~9h ' _ lim(49 +4 9h) .., 49. 
. .. h . .... h . .... 

Ejemplo· 

HllI~r ti velo<:idad instlnUlnel en 1" ~ de un móvil que llene li ley de movim",nlo ~guicnlc : 

Soluc ión: 

l4{h h )' ~ 2(h h) _ 7j - [4(S)' .. 2(S) - 7) . 100. 10h + h' t 10+ 2h - 11 0 
v(2) " li~ h " ll.~ h 

lim h' .. 12h _ Iim(h .. 121 - 12 
• .. h . .... 

Razones de cambio 

Si se tiene y = fl;l(). y "1( cambia de;l(! a ;1(2, el incremento de ;1( se escribe como: 

(10) 
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y el incremento de y como: 

Al cociente de los incrementos le llamamos razón de cambio promedio y es: 

Ily f(x,) - f(x ,) 

Ilx Xl -X, 

y la razón de cambio instantánea es: 

Definición de derivada 

Al limite siguiente: 

lim f(x)-f(a) fea) 
, -. 

(11) 

(12) 

(13) 

( 14) 

se le llama derivada de f(x) en el número a y se simboliza con la prima. pero también se usa la 
notación df{a)/dx "" f '(a). Otra forma de escribirlo es: 

Um fla+hl - feal = f'(a) (IS) 
h ... O h 

Aunque ambas formas de escribir la derivada son equivalentes, a veces a la hora de calcular el 
límite puede resultar más conveniente una de las dos formas. 

La derivada se puede interpretar como la pendiente de la tangente a la curva f'{x) en el punto 
(a,f'{a». También se puedc interpretar como la razón de cambio instantánea de y = [(x) con 
respecto a x cuando x = a. Si no fijamos el valor de x en a. la derivada es función de x, f(x). 

Ejemplo: 

Der;~ar la runción f(x) - x' en X" l . 

Solución: 

La definición de deri~ada nos da: 

f'(I) : lim (1 + h) ' - (1) ' = l im 1 + 2h+h' - 1 = lim 2h +h' = lim(h +2) .. 2 . 
• -.. h .... h 0-0 h . .. 
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Ejemplo: 

Solución: 

f'{I) . l im~. r .'.Jx 'h .. Jxh' .. h'- x ' . h ' h+h ' . , 
. .. h .'~ h - t'_~--h-· t"!:(J· + h) _ 3. ' 

Reglas de derivación básicas 

De las reglas para calcular limiles se pueden deducir la<: siguienh:s fónnulas de deri vación: 

3 
dx· ... 
- - nlt 
d, 

4 d[cf(lt)J = c df(x) 
dx dx 

5 d(f{lt)±g(x)[ . df{x) ± dg(x) 

dx dx dx 

( 16) 

n7) 

( 18) 

( 19) 

(20) 

Estas reglas son ma..~ o menos obvias (la 3 puede inferi rse al exlrapolar los resul13dos para n -
1. 2 Y 3). Por ejemplo. es obvio que la derivada de una suma sea la suma de las derivadas. 
puesto que el límite de una suma es la suma de los límites. Pero en el caso de las reglas para el 
producto y el cociente las cosas son diferentes. por lo cual estudiaremos eon cuidado cstll 
cuestión. 

Ejercicios 3.1: 

Deri var las siguientes funciones: 

4) ({x ) - l /x4 
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6) f(x) = x· 

8) y = 6x3 + 4x2 _ 2x 

9)y = 3t2 + 12/t lll _ 1/12 

10) ((x) = 4/x2/3 _ 3x s + 2x 

Derivación de productos de funciones 

Derivadas 

Supóngase que tenemos una función u(x) que consta del producto de dos funciones, ((x) y 
g(x) continuas. Entonces. al incrementarse el valor de x en Ax. la función u(x) se incrementa 
en: 

Au = f(x + ax)g(x + Ax) - f(x)g(x)=(f+ M)(g + Ag) - fg = fg + f Ag + g M +M L\g - fg = 

= f6g + gL\f + L\fL\g (21) 

que al dividir entre 6x nos da: 

(22) 

y si hacemos tender Ax a cero. obtendremos: 

(23) 

El ultimo ténnino se hizo cero porque se supuso que ambas funciones son continuas. En esta 
pane, así como en algunas otras posterionnente, no se escribió explícitamente la dependencia 
funcional con x de las funciones f(x) y g(x) con el fin de simplificar la escritura y sabiendo 
que no hay confusión posible en este cOnlexto. 

Para ilustrar la regla del producto supongamos que se liene un rectángulo cuyas dimensiones 
de base y altura van aumentando con el" tiempo. Es obvio que el área de este rectángulo va a 
aumentar. Sabemos que el área de un rectángulo de base b y altura a es: 

A = ab. (24) 

Al transcurrir un intervalo de tiempo 61, aumentará la base del rectángulo a b + Ab Y su altura 
a a + L\a, con lo que el área será ahora : 
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~a 

a 

b /lb 

Figun 3. 1 Cambios en el ' r"Ca de un recnngulo al Clmbiar las dimensÍOllCs del mismo. 

A + áA = (a + &l)(b+l!.b) '" ab + alib + bl!.a + L\a..O,b. 

y el promedio de la rmn de cambio del área en el tiempo será: 

M 

", 
(~b !:.~b + b~~_~~) : ~? 

", 
alib+b&l+l!.aL\b 

", 
Con esto. la deri vada con respecto al tiempo de e l árca será: 

(25) 

(26) 

(27) 

Esto es lo que se obtendría al de ri var la runción A(t) usando la regla del producto enunc iada. 
Obsérvese en la figura 3.1 que la razón de cambio está dada por los reelángulos laterales. ya 

que confonne l!.t tiende a cero. el rectángulo más pequeño desaparece. 

Ejemplo: 

Derivar la (unción y _ .. ' ''( I + Xl) 

De acuerdo a la regla tendremos que 
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Ejercicios 3.2: 

Derivar las funciones siguientes: 

2} Y = (t1 + SI2 + txr - 7t + 2) 

3) ftx) = (12x3 - 4xXx2l) + Sx) 

4)y = (1 + 4xJ XI +2x2) 

S) f( x) = x (2x - IX3x + 2) 

6) Y = (Sx - )x4
)() - x2X3x-6) 

7) Y = (2X I/3 _ 4X ' IIlXSX~ + )x712 _ 2xll7) 

8) f(x) = (x4 _ )x2 + 8) (Xl + 2x - 1) 

9) Y = (9x8 - x4 + x)()x - 6X1 + 5X II ) 

10) y = (Sx615 + 4xlll1XSX 1n _ 7x· IIlX9x516 + 4X7
/

11
) 

Derivación de cocientes de funciones 

Derivadas 

Sabiendo la regla para derivar productos, es fácil obtener la fórmula para cocientes de 
funcio nes. En efecto, si tenemos una func ión v(x) que consta del cociente de dos funciones 
ftx) y g(x), ambas continuas, se eumple que: 

v(x) g(x) = ((x) (28) 

derivando a f(x) obtendremos que: 

(29) 

despejando a dv/dx. que es la que nos interesa obtenemos: 

df dg df fdg 
- - v - - - --

~ =~=~ (lO) 
dx g g 

simplificando. obtenemos la regla: 
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Ejemplo: 

Derivarlafllncióny - 1 3~-2Yf ~¡ . I J 

SolllCión: 

d (Jx - 2) .~ (~' + I) +{lu ' ) d (h - 2) 
2~ d~ dx 
d~ ( ~ ' + 1) ' 

Ejel'"cicios 3.3: 

Derivar: 

, - 1 
2)Y =7 

3)y =~ 
2x +8 

5) f(x ) 

(x + 5)(4x 1 +5x) 
7) y = (2x.+ 6)(x 1) 

(x - 9)(2x + 8) 
8)y = (2x 3)(x 7) 

(]x' - 8)(x ' • 6x + 11 ) 
9)y = (5x' I Sx 12)( 8x'+I I) 

Deriv:tdas 

(3 1 ) 

J(l ' + 1) - 21(h-2) - h ' + 4~ +3 

(1 + x' )' ,. (1 + x')' 
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()xl + 5x1 + Ilx + 19) +(1 8xJ + Ilxl - 36x + 41) 
10) y = (--6x1 25x 1 2Ix+2) (llx l 9x 2+l2x+ l1) 

Regla de la cadena 

Derivitda~ 

Cuando tenemos una función compuesta, se cumple que w(x) = (f o g)(x) = flg(x)]. Para 
derivar notamos quc al incrementarse el valor de x en .1.x: 

.1.w "" f(g+.1.g)-f(g) 

M = g(x+.1.x) - g(x) 

al tender a cero .1.x, también tiende a cero .1.g, entonces: 

lim .1.w = dw 
,,-- L\g dg 

(32) 

(33) 

Entonces la razón .1.wlL\g difiere de la derivada con respecto a g por una cantidad pequeña. 
digamos a : 

.1.w dw 
-=-+(1 
.1.g dg 

(34) 

eSIa cantidad a tiende a cero si L\x tiende a cero. Entonces el incremento de la función wes: 

dw 
I1w= - óg+al1g 

dg 

que al di vidir entre.1.x se vuelve: 

.1.w dw I1g I1g 
-=--+(1 -
I1x dg I1x I1x 

y al hacer tender .1.x a cero nos da: 

dw = dwdg 
dx dg dx 

ya que el ultimo término se hace cero (como ya se había dicho). 

(35) 

(36) 

(37) 

Así pues., la derivada de lUla función compuesta es el producto de las deri vadas de las 
funciones que la componen: 
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~(f o g) _ df dg 
dx dg dx 

Ejemplo: 

De, ivv la r ... nción y. !j ~ 1 + b .. 11 

Solocl6n: 

De acuerdo a la ~81a se telld, I.: 

NOfemOSQOJe ~ '" [)( 2 + 8)( + 11) "1, con lo cual : 

y'(X) - .!./ x' +b . 11I ,n .!(l[' .. b .. 11) "' .!. 2 ~ .. 8 
J d~ l /x ' . b +lIl" 

(38) 

Para ilustrar la regla de la cadena consideremos un circulo cuyo radio crece con el liempo, 
esto es" r "" r(t) . Obviamente que el área de este circulo crece tambien, pero no precisamente 
en la misma forma. Para hallar el área de un círculo usamos la fórm ula: 

A = 1t~. (39) 

y si el radio cambia en una fracción M. el cambio en el área será: 

(40) 

y con esto la razón de cambio en el t iempo es: 

6A 2r6 r +6r1 
- = :n: 

61 6 t 
(41 ) 

así que la derivada será: 

~ = Iim:n:2r6r+6r l 
di "'-el 6 1 

d, _" 
dI 

(42 ) 

que es lo que se obtendria al dcri\'ar con la regla de la cadena. 

En la s iguiente figura ~ muestra la relación hallada entre las variables que intervienen en el 
area del círculo. 

Nótese de lo hallado en este caso que la velocidad a que crece el árca del circulo es el 
producto entre su perimetro (21tr) y la velocidad a que está creciendo el radio (dr/dt). EslO nos 
indica que si en la fi gura el aro de grosor ro se hace cada vez más delgado. como caso lím ih: 
sc tendría una cáscara que apenas rodea al circulo dado. La velocidad a qUl' crece el área es 
pues la velocidad a que se van acumulando callearas al círculo. 
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Figura 3.2. Circunferencia que erece: con el liempo. 

Ejercicios 3.4: 

Derivar: 

1)f(x) = (X + I)W 

2)y = (xl 12 + 1)1 00 

3) ftx) = .{I:;J 

4) f( x) = (xs + 1)1 2(X2 + 3/ 

5) f(x) '" (x - 1)12(1 - 6x)2Il 

6) f(x ) '" (X l + )x)( 1 _ 2X)9 

7)Y = LxJ +(2x _ I)JJJ 

8)f(x)"'~ 

9)y ~ Jx+JX+-h 

Derivadas 
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IO)y '" 
:0; ' -+- 6:0; -+-8 

11- 5:o; - h ' 

Derivación implícita 

Deriwadas 

A vcces no se tiene una forma e:o;plícita de la funció n. como y >= ft:o;), si no que se ,icne una 
c:o;presión en fonna de ecuación en la cual no es fácil despejar a la variable dependiente como 
función de la variable indcpendiente. En tales casos es más conveniente hallar la derivada en 
forma implícita, como función de x y y, no sólo como función de x. Para esto se deri van 
ambos miembros de la ecuación. util izando la regla de la cadena cada vez que se encuentre a 
la variable dependiente. y fina lmente despejando a la derivada en la expresión obtenida. 

Ejemplo: 

Itallar ta deri~ada de y con respecTO a x en la siguienTe fUrlCión impUcita : 

Solución: 

Derivando con n:SpecTO a ~ tendríamos que: 

h-+-2yy' - O 

Despejando: 

y'" -x/y 

Ejemplo : 

Hallar la ecuac ión de la recia tangente a la grifica de la fUrlCiÓfl definida por x' I .¡ -6xy " O ~ el punlo (J.)). 

SolocÍÓfl: 

Para hallar la pendiente. derivamos impt icitamenle: 

Agrupando: 

y" (Jy' _ 6x) g 6'1 _ h ' 

Despejando: 

'1 ' - 6y - h' 
Jy ' - 6x 

enlOIlCCli m " 6(3) - 3(3j ' " -1 
" 3(3)' - 6(3) 

y la ecuac ión será-
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(y - 3) " -1 (~ - 3) 

Y- -K+6 

Ejercicios 3.5: 

Hallar dy/dx en las siguientes funciones implícitas: 

1)2x -3y+ 8 = O 

2)'¡ '" 4px 

3) x3 + r = al 

4)xJ + x2y+y- = O 

Hallar la ecuación de la recta tangente a cada curva en el punto dado: 

Il) x2l3 +.¡'3_ 4 

12) 2(x1 + ';)2 '" 25(x2 _ .¡) 

13) xl'¡- = (y + 1)1(4 _ y-) 

14)'¡ = 5x4 
_ Xl 

( 1. 1) 

(-Fo .Fo) 

(3.1) 

(0.-2) 

(1.2) 

Derivadas de orden superior 

Derivadas 

Es claro que la derivada es una nueva función de x. Esto liene como implicación que esta 
nueva función se puede volver a derivar. Cuando se deriva a la derivada de una funci ón I{x ). 
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hablamos de la sef(tmda deril'aJa dc r(x). Como esta segunda derivllda también es una fu nción 
de x. se puede volver a derivar y obtendremos la len·era derh·aJa. elc. A estas se les lIamll 
derivadas de orden superior. El orden de la derivada l'!; el número ordi nal con que III 
nombramos. y al escribirlas se simbolizan como: 

donde n es e l orden de la deri vada. El paréntl,!;;s superior es para evitar confundir el orden de 
una derivada con una potencia. 

Ejwlplo: 

Ibllar la qu inta ckrivada do: y " ~ ' • ~ •• ~ .. ~! . ~ • 1 

Soluc ión: 

y"' " no", • 24 

y" " 120 

La no existencia de la derivada 

Para ciertas funciones puede suceder que no cxista la dcrivada en algunos puntos. l~slo puede 

suceder en tres ca <;os especi fi cos: 

1\ 

., 
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I La función tiene una "esquina". En este caso es imposible .decidir cuál es la recta tangente, 
pues muchas rectas lo podrían ser. En este caso no hay derivada porque los limites laterales 
que definen a la derivada no coinciden. Esto se ilustra en la figura 3.3. donde se ve que no 
existe derivada en x = O. 

2 La recta tangente es vertical. En este caso su pendiente no está defi nida, y los limites 
laterales tienden a más o menos infinito. Esto se ilustra en la siguiente fi gura: en x = O la 
pendiente está indefinida. 

Figura 3.4. Fundón ton tangcntc vcn ical cn x - Q. 

3 La función tiene una discontinuidad. En ese caso no puede existir la derivada, sea la 
discontinuidad de cualquier tipo. En efecto, si la discontinuidad es esencial, la pendiente de la 
recta tangente tampoco está definida. Pero también sucede que en una discontinuidad de salto 
los límites laterales están definidos pero no coinciden. Y aun en el caso que haya una 
discontinuidad removible, los límites existen y coinciden. pero no puede haber tangencia a un 
punto inexistente. Esto se ve en la siguiente gráfica: en x = I no hay deri vada porque hay una 
discontinuidad. 
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y 

/ 

., ., 

Figura 3.S. Función discontinua con d~ri~ada discontinua. 

Así como es imponante conocer el dominio y rango de una función. es imponante saberlo 
para !a derivada. Esto no dará gran información sobre!a dt:rivada. pero también sobre la 
runción misma. 

" 
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Capítulo 4 

Aplicaciones de la derivada 

Las derivadas se aplican en muchas ramas de la ciencia t: ingenieria. Para esto, es necesario 
rormular el problema en ronna de runción, y a continuación aplicar los métodos estudiados en 
capitulos anteriores. 

Monotonía 

Cuando una función es creciente, su derivada es positiva en todo el intervalo de crecimiento. 
Lo opuesto también es cieno: si en un intervalo la derivada de una runción es positiva, 
podemos estar seguros de que en ese intervalo la función es creciente. 

Por el contrario, si una función es dccrccicnh:, su derivada es negativa. Entonces si la derivada 
de una función es negativa en cieno intervalo, podemos estar seguros de que la función es 
decreciente en tal intervalo. 

Esto tiene gran utilidad en el análisis de la variación de las funciones. 

Ejemplo: 

Hallar tos intervalos de monotonía de la función : 

Solución: 

La derivada de la funcíón es: 

f{~) . 6~ - 2 

Para hallar el intervalo en que es creciente. resolvemos la desigualdad: 

6K - 2>O 

x > 113 

o sea que la función es creciente en: 

(113,..,) 

y 1."$ decreciente en el intervalo: 

("",11) 

Esto se v( en la siguiente ",rifica" 
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Concavidad 

Cuando una función es creciente a una razón cada vez mayor o decreciente a una razón cada 
vez menor, vemos que su gráfica se "curvea" hacia arriba. Por el contrario, si crece a una 
razón cada vez menor o decrece a una razón cada vez mayor, su gráfica se "curvea" hacia 
abajo. A este modo en que se "curvea" la gráfica de una fundón se le llama concavidad. Para 
una función que se "curvea" hacia arriba, se dice que es cóncava hacia arriba. Si la función se 
"curvea" hacia abajo, se dice que es cóncava hacia abajo. Cuando una función es cóncava 
hacia abajo, su segunda derivada es negativa; si la función es cóncava hacia arriba. la segunda 
derivada es positiva. 

Ejemplo: 

Ilallar los inlerva los de cOIICavidad de la fun-ción siguiente: 

y · 2ll) _ hl+~ _ 1 

Solución: 

y" • • 1 2 ~ - ó 

Para hallar concavidad hac ia arriba resol vemos la desigualdad: 

12x - ó > 0 

ll > 112 

o sea que la función es cóncava hac ia arriba en (1 12."') Y es CÓI10Cava hac ia abajo en (""', I(2) 

Esto se vc en la siguientc gntfica: 
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I ., 

Máximos y mínimos 

Una función puede lener máximos y mínimos absol utos y máximos y míni mos locales. La 
diferencia entre absolutos y locales se estable« diciendo que el máximo absoluto es el mayor 
valor que adquiere la fu nción en el dominio en cuestión y el minimo absoluto es el menor 
valor en dicho dominio. Los máximos locales son aquellos que superan los valores dc la 
función para valores cercanos, y similarmente para los mínimos locales. En la siguiente fi guro 
se muestran valores máximos y mínimos tanto absolutos como locales de una función. 

y 
miximo absoluto 

mihimo local 

x 
., 

mlnimo local 

mínimo absoll.l1o ., 
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Para funcio nes cuya derivada existe en todo su dominio sucede que en los puntos en que hay 
máximos y mínimos locales la derivada vale cero. Sin embargo. lo opuesto no siempre es 
cierto, pues a veces la derivada puede ser cero en un punto y sin embargo no haber máximo ni 
mínimo. A estos puntos se les llama puntos de inflexión. 

A los puntos en que la derivada se vuelve cero, se le llama puntos críl icus. Tambien se usa 
este ténnino para los puntos en que la derivada no ex iste. Para dctenninar la naturaleza de los 
puntos críticos, esto es, clasi fi carlos como máximos, mínimos o puntos de inflexión, se puede 
estudiar lo que sucede en las vecindades del punto crÍlico, o se puede uti lizar el criterio de la 
segunda derivada para detenninar la concavidad: si la concavidad es hacia abajo, claramente 
hay un máximo; si la concavidad es hacia arriba, hay un mínimo: y si no hay concavidad. hay 
un punto de inflexión. Esto se resume en la fonna siguiente: 

Si f '(a) -= O Y f "(a) < O, entonces f(x) tiene un máximo local en a 

Si f '(a) = O Y f "(a) > O, entonces f(x) tiene un mínimo local en a. 

En funcio nes continuas, Jos máximos o mínimos absolutos pueden coincidir con los máximos 
o mínimos locales. Cuando no es así, se encuentran en los extremos del dominio de defin ición; 
de tal fonna que para hallar máximos o mínimos absolutos es suficiente comparar los valores 
de la función en los extremos de su dominio, con los de los máximos y mínimos locales. Para 
funciones que son continuas pero no son continuamente derivables se puede decidir sobre la 
existencia de máximos o mínimos locales a partir de evaluar la función en los puntos en que 
no ex iste la deri vada, o a part ir de una gráfica. 

Ejemplo: 

Hallar lo~ mbimos y mínimos locales y absolutos de la función : 

f{x ) " 6x' + x' - Sx ' + 0 .5 .[ :$ x S I 

Solución: 

La derivada de esta función es: 

-1 :$ x:$ I 

Las raíces de esta funciÓfl soo (aprOximando a seis decimales): 

x, · ..().711016 

X, · 0.5&6O L6 

Para decidi r sobre su naturaleza. hallamos la segunda derivada: 
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nO) - .l o < O. 

o sea q~ en" .o O hay un mhimo local. 

n·I1711016) - 22. IJJ0S4 > 0. 

o sea qu.e en _ .o .() .711016 hay un mínimo local 

qO.S86016) - 18.24 1958 > 0. 

o sea q~ en _ - 0.586016I111y un mlnimo \ocal. 

Pano hallar los IN_irnos o mlnimas absolUlos.llllllamos 10$ vllQf'C:S de la funcIÓn en kK utr,","", de W domInio y 
C'S los pllnlOS donde hay mhimos o mlnimas \oca1H: 

11.-1) - O.S 

11.1) - 2.5 

f(0) - 0.5 

f{.().71 1016) " .().15J122 

fl.0.5860 16) " .().J08225 

As; q~. como el mayor de estos valo«:!; C'S el de 11. 1). este el el mi~imo IbsoIUlo. También vemos qu.e el _no< 
Oc nlOS valores el el Oc f{.().7110J6). enlon<:es este el el mlnimo Ibsolulo. q~ en n le C1150 coinciOc con un 
mlnimo local. 

Todo nlO se puede ver en 11 siguiente ~r~: 

y 

m.himo local 

mlnimo 

""" y 

mínimo local 
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Ejemplo: 

Hallar los ~xirnos y minimos absolutos de la runción: 

-8 :s x :s 1 

Solución: 

-8 S x S I 

Podemos observar q~ la derivada no tiene I'1Ilces, por lo cual no obtenemos puntos crJticos de esta rorma. Pero 
tamb~n notamos que en x - O no ex iste la derivada. por lo cual vamos a uaminar lo que pasa ron la runción ahr. 
además de ver lo q~ pasa en los extremos del intervalo de defin ición: 

f{-8) .. -) 

f{O) - I 

f( 1) - O 

Entonces el mlnimo absoluto esÜ en x • -8. Y el mbimo absoluto en x · O. De ver que hacia la dere<:ha del O la 
runción decrece. deducimos que el máximo absoluto es tambil!n un mbimo local. 

Esto se ve en la siguiente gráfica: 

• -. 

mínimo absolu 

100 

máximo 
absoluto 

)' loca l 

-, 

-, 

-, 
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Aná lisis de la variación de las funciones 

Lo anteriormente aprendido nos pennite hacer el análisis de la variación de las funciones 
estudiando el comportamiento de sus derivadas primera y segunda. Sumado esto a 10 
aprendido anteriormente relacionado con las traslaciones. alargamientos y compresiones. 
comportamiento asintótico. cte. podemos dibujar la grafica de cualquier función con gran 
faci lidad. 

Ejemplo: 

Graflnr la función siguiente: 

f{,,) " 2 .. J _ 911t' -t- 1 2l~ I 

Solución: 

Los PlUltOS crilicos se tul!.n al igUolllar I cero la primer derivada y rnolver: 

JI - 18tJ181 · " (6)(12) 
12 

lit, - I 

Pan saber .. nalurateu de t'$tOS puntos crjlicos. evaluamos .. segunda derivada ni C'$OS valores de .. : 

rell " 12( 1) - 18 - -6 < O. 

r '(2) - 12(2 ) - 18 - 6 > 0. 

por lo que en lit .. I 1Ia)' un IMJ imo. mientras que en lit .. 2 ha)' un minimo. Al eVlluar a la función en los mismos 

valOftS de JI obIencmos: 

((1) - 2( 1)' - 9(1 )' + 12(1). 1 .. 6 

f(2) - 2(2)' - 9(2)'-t- 12(2) -t- 1 - 5 

ESlo se puede usar para 11 ",fiCl de la form~ siguiente: en los puntos hallados gmflcamos pequei'las CIIrVIS que 

representen mbimos )' mlnimos: 
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Por otra pane. se analita la segurKIa derivada para hallar los intervalos de concavidad: 

12x - IS - O:::::> x - 312 

12x - 18 > O:::::>x > 312 

Ih - I8 < O=:o x < 312 

Entonces. en (-00,312) la función es cóncava hacia abajo. en (312.00) es cóncava hacia arriba, ), en x - 312 ha)' un 
punto de in flexión. Evaluando a f{x) en X" 312 ' 

Con esto podemos completar la gráfica colocando e l punto (312. 11f2) y unimos esto a lo anterior. respetarKIo la 
dirección de concavidad: 
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Con lo cual eon<.:luimos este problema. 

Ejemplo: 

Analizar la varia<:ión de la siguiente función y grali~arla: 

ft~ J " _'_ 
. ' + I 

SollKión: 

En primer lu"ar, notemos que la fun~ión es impar, pues al suslÍluir. por". obtenemos -fl..J, De ~te modo. seri 
wlicienle ton anali7.ar lo que SlKroe con ct dominio positivo )1 luego ntender esto al dominio negativo. rara 
valores positivos de x, y toma valores positi vos siempre. La unic. Tal~ ~" .. O. 

El denominador nunca se vuelve cero, por lo que no hay aslntotas venicales. La I'«tiI y " O ~ as;ntCMa hori~on ta l, 

pUCSlO que: 

Al derivar obtenemos: 

y la segunda es: 

f"(x) '"' 2.(. ' -3) 
(x ' +1)' 

Para hallar los puntos ~tlticos resol~mos la ecuación: 

~ - O, :::> 1 -.' ~ 0,=>. " ±1. 
Ix' +1)' 

Sustituyendo. " I en la iiegunda derivada nos da: 

f"(I ) " 2( I K(I)' -3) '" O. 
((1)' + 1)' 

lo que indica que en " .. 1 hay un mbimo, Su ordenada la obtcm'ntOS al sustitu ir al la función origina l: 

Entonc~ en (1.112) esú el mbimo. 

Para ver si hay puntos de inflexión resolvemos la ecuación: 

2.( . ' -3) .. O.:::> 2x(.1 _ 3), => . .. O o x" ±Jj . 
( .11 ' +1)' 
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En " '"' ,Jj hay un punto en q\JC cambia la concavidad. Como antes de ~ I , en x ~ 1, la concavidad es tlacia abajo, 
desputs de ~ I la concavidad seli tlacia afTiba. La ordenada de este punto es: 

Con toda esta información podemos hacer una griflca como la s iguiente: 

I .O Y 

'.' 

'.' 
-, 

'.' 

"., 

•.• 

y como sabemos que la fUn(:iÓll es impar, completamos la Plne donde el dominio es negativo: 

, 
'.' 
'.' •.. 

<.' 
<. 

1M ' 



Apli~a<:iones de la derivada 

Ejemplo: 

Analizar la variación de la función : 

Solución; 

En priln<'r lugar vemos que el dominio son lodos los reales. y ROlamos que no hay paridad, por lo que delx:nMl 
hacer et an.:!otis is de la función para lodos los valores del dominio. Las r¡¡lces de la función son ~ .. O. x .. I enlre 
es.!os val~s la función es Mgativa. ~ fuera de es!c intervalo la función es posiliva. 

Al derivar la función oblen~mos' 

)' la segunda: 

y~ " 6(x '- ~) -(4x -2) . 

9~(x ' - x)' 

Para hallar los puntos crílicos resolvemos' 

lo cual nos da el punlo críti(:o x .. 112. Al sustitu ir en la segunda derivada hallamos: 

y. (112) " 6« 1/ 2) ' - (1 / 2)) - (4(1/ 2) - 2) .. 0.383 > o. 

9J((1 12)'- (1 12))' 

por lo que en X" 1/2 hay un mínimo. Su ordenada es: y (112 ) " ~( 1 f 2) ' ( 1/ 2) .. .(1.623. 

Para los puntos de inncxiÓl1teMmos que resolver: 

6(x '- x) - (4x - 2) - O. 

9J (x ' - x)' 

10 cual nos da las raíces. x - ~ t. JIi . que defiMn los puntos de inflcxi6n: , , 
PI .. (0.232,..{I.563). PI " ( 1.434.0.854) 

A la iz.qu icrda de P , la función es cóncava hac ia abajo. cntre PI y PI es cóncava hacia IlTiba. y a la dcn:cha de PI 

es cóncava hacia abajo. 

Todo eSlo nos da la siguiente gráfl(:a: 
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'.' 

..• 
" 

." 

Ej~mplo: 

Dar un bosqu<:jo de la grilfica de la func ión f{~) que cumple con los siguienles requisitos: 

f{O) - -J. f{ J) " - l . q S) - 1. 
r(x) > O para ~ < -2. r (x) < O para - 2 < ~ < 1, rp) - o, r(~) < O para 1 < x < 3. r(x» O para x > 3 
r '(x» O para x < -2. r'(x) < O para - 2 < x < 1. r'(x) > O para I < ~ < S, r '(x) < o para x > S. 
lim f{x) " -3, lím t{~) - O. lim f{x) .. .... lim f{~) " O. 11m t{x) .. ...... lím f{x) - 2, 11m f{x) - 2. 

,.... • .... . ¡ .... . ¡. . -1 , ... 1' 

Solución: 

Los primeros tn:s requisilOS nos dan In:s puntos qu<: podem05 dibujar inmediatamente. Además vem05 que en 
esos tres puntO$ la derivada es ncgaliva. cero y positiva, n:spcctivamente: mientras que la segunda derivada es 
negal iva, posiliva y cero (si la segunda deri vada es conlÍnua). Por esto, ademb de 10$ tres punlos dados. 
podemos dibujar parte de la curva en las vec indades.. hac iendo qu<: cerca de (0.-3) la función sea decm:ienle y 
cÓf\cava hacia abajo; cerca de (3.- 1) haya un mínimo; y cerca de (S.I) sea creciente y haya un punto de inflex ión. 
que lleva de conc:avidad hacia arriba a concavidad hacia abajo . Esto se ve en la sigui<:nlc fi gu ra: 
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Continuando con el an.t.lisis, vemos que antes de x '" -2 la runción es ,re<:iente. desputs de lt - -2}' hasta ~ .. I la 
funciÓ<! e:s decr«:iente. de x - I a x - J es decre<:ientc}' de:sputs de x - 3 es creciente. 

Tambitn es f.t.cil vcrirlCar que los límite:s establecen aslnlotas en" - -2, x - 1, ~ .. . ) y ~ - 2. 

En la siguiente grtfica. se han dibujado 1M Mlnlotas halladas y se ha trazado la gr.ifica tomando en cuenla 
adenUos que en x "' :2 la fum:ión tiende a cero: 

, 

, 

Ejercicios 4.1: 

En los siguientes problemas. para cada runción: 
a) Encuentre las asíntotas verticales y horizontales. 
b) Halle los intervalos donde erece o decrece. 
e} Encuentre los valores máximos y mínimos locales. 
d} Halle los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión. 
e) Use la inrormación de los incisos anteriores para graficar r. 

I )rex) = I +2x 

2) r(x) = l _x2 

3) f{x) = 11x 

4) f{x) - I/x2 

5)f{x) : 2 - x~ 

6)f{x) . xl _ 3x2_x+3 
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8) flx ) = 3x' _ 5xl - I 

9) ((xl "" X2 + 2Jx 

10) f(x) "" - '
»1 

l+x 1 

12) f(x) = -
I _x l 

Razones de cambio relacionadas 

Aplicaciones de la derivada 

A veces al estudiar las razones de cambio de algunas cantidades, la derivada que nos imeresa 
tiene que calcularse a partir de la razón a que cambia alguna otra de las variables, que sí 
sabemos como cambia. 

Al resolver problemas en los que intervienen razones de cambio relacionadas, es necesario 
conocer la re lación entre las variables, a través de alguna rónnula o ecuación general. Esto es 
particulannente usual en problemas geométricos, por 10 cual se aconseja repasar las 
principales rónnulas para hallar perimetros, áreas y volúmenes de la geometría elemental, asi 
como las relaciones dc semejanza. Algunos problemas también involucran conceptos de fis;ca 
que es necesario repasar, como velocidad, aceleración, cte. que se deben tener presentes 
durante el proceso. 

Ejemplo: 

Si IIna bola de nieve se funde de modo que Sil área SlIperficial disminllye a razón de I cm1/min. eo<:uentre t3 

ru,Ón a la cllal disminllye el diámetro cuando es de 10 cm. 

Solución: 

Para hallar es.to necesitamos hallar IIna re lación entre el di~me'ro de la esfera de nieve y su diámetro . El área de 
una esfera de radio r es: 

A - 4I1r' 

en!Doces: 

~ - 8I1;r 
d, 

Por Olra pane. el diámetro y el radio están relac ionados por medio de: 
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0 - 2r 

en!oroces: 

Sabemos como dato que: 

~ " I cm' lmin 
d. 

Por regla de la cadena K tiene q~; 

dA dA dr 

"dI "' drdt 

Asl que, despejando tendremos que: 

tcm ' I min tcm' I min 
- --¡;;;- .. ~ 

finalmente : 

~ ,", 2~ _ Icm' f min .. 0.0I S9I Scmfmin 
d! dI 2xO 

Ejemplo: 

Aplicaciones de la deri~ad<I 

Dos automó~itc.s empie7.an a mo~e~ a paní, del mismo punto. Uno Yiaja hacia el Sur a 60 mi/h y el orrO hacia 
el oeste a 2S mi/h. ¿Con qu~ razón aumenta la distancia entre 10$ dos autOmOYi les dos horas más larde? 

Solución: 

Supongamos que el aUIO que ~a hac ia el sur lo hace en la dirección negali ~a del eje y. y que el que va hacia el 
oe$le lo hace en la dir«c ión negati ~1 del eje x. Las ~elocidades en cada dire«ióI! son las de1"i~adilS "m mpeclQ 
al licmpo de x y de y (con signo nega!i~o, por la con~ención adoplada). Con esto. despu~s de dos horas. cada uno 
estari en las posiciones: 

y - -120mi 

. .. -SO mi 

y su distancia estará dada por: 

o .. Jx' + y' .. J (- 120)' + (- 50)' .. UOmi 

su ruón de cambio con n:spK!O al tiempo K nI: 
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d~ d)' 
~ = x'd!+)''d! '" ( - 120miX-60mi / h )+{- SOmi)(-25mi f h) - 6Smilh 
dI ~ 130mi 

Ejemplo: 

Un hombre empieza a caminar hacia el norte a 1 mis desde un punto P. Cim:o segulldos mas tarde. ul\3 mujer 
empieza a camillar hacia el su. a 1.2 mfs desde UII pulltO a 50 m al este de P. ¿Con qLH! razón se separan 15 5 
después de que la mujer cmpe:w a camif\¡1l1 

Solucióll: 

A los 20 s el hombre va a una diSlancia de 20 m alllorte de su punto de partida. mientras que la mujer va a 1 S m 
al sur de su punto de panida. A continuación el diagrama con las cantidades involucradas. 

• 
, 

" 
" " 

0, 

~ 

" ., 
0, " 

" 

La distancia total es O '" d, .. d, . La relación elltre ésta)' las cantidades dadas es: 

qlX' al derivarse COII la regla de la cadena nos da: 

En la ecuación anterior. sólo nos falta conocer lr.. para 10 cual debemos hallar la ecuación de la r«ta que une a las 
dos personas)' encontrar el punto en que atraviesa al eje de las abscisas. Para esto tomamos 1 )' como la distancia 
vertical entre)', )' )'1. qlX' resulta ser)' '' )', - )':. 

)' - -~~+20. 

" 
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Cuando Y .. O. ,1( • 26.3. P .... llallar l. ru6n de cambio de x en el momento en cUC$lión. Uprn.llmoI dlÚdt en 
tbmillO$ de dYo/dt Y dy/ dt: 

,1( - -~Y" 26.3 - - ~ (YO -"l)" 26.3. 
19 19 

~- -~(~_~) oo ·2.19IJ1/s. 
dt 19 di di 

Asi pues. al sustituir. e!\Conlramos que: 

~- 4.12mf5. 

" 
Ejemplo: 

Dos vagonetas. A y B. estin conectadas por medio de UM cuerda de)9 A de largo que pas¡o sobre uM polea P. 1:.1 
punto Q csti m el pilo 12 A directamenle debajo de P Y entre las vagonew. Se lira de la V&gonda A .lejindola 
de Q a una veloei<bd dc 2 ftll. ¿Coo qut ra.pidc:z 111: mueve l. V&goneta 8 hacia Q en el instante en que A UI' . ~ 
Il:deQ? 

Solución: 

En la ligun siguiente 111: dan las cantidades involucndas. 

A 

Q 

Como es una sollt cuerda. tmdrcm05 que I .. b " 39 n. Cada una de las unlidades a y b csti rdacionada con las 

ouu cant~ ,sl: 
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Tendremos entonces que: 

~+~ - 39. 

deri~ando : 

y al despejar ~ aquí a ~ . nos n:sulta: 
d. 

Aplicaciones cte la derivada 

sustituyendo los valores (e l valor de x¡ se obtiene ~ la suma de las ralees cuadradas). obtenemos: 

~ .. - 0.87 fVs. 

" 
Ejercicios 4.2: 

1) Si V es el volumen de un cubo con longitud de arista x. encuentre dV Idl en témtinos de 
dx/dt. 

2) Si A es el area de un circulo con radio r. encuentre dAldt en témtinos de dr/dt. 

]) Dos trenes panen de una estación con tres horas de diferencia. El primero se dirige hacia el 
norte con una rapidez de lOO km/h. El segundo se dirige hacia el este con una rapidez de 60 
km/h . ¿A qué razón está cambiando la distancia entre los lrenes dos horas después que panió 
el segundo Iren? 

4) A mediodía. el velero A está a 150 km al oeSle del velero B. El A navega hacia el este a]5 
km/h Y el B hacia el norte a 25 km/h. ¿Con qué rapidez cambia la distancia entre las 
embarcaciones a las 4:00 P.M.? 

5) Un avión vuela horizontalmente a una altitud de 2 km a una velocidad de 800 km/h y pasa 
sobre una estación de radar. Encuentre la razón a la que aumenta la distancia del avión a la 
estación cuando aquél eSla a 4 km de ésta. 

6) Un farol de una calle está montado en el extremo superior de un poste de 15 ft de alto. Un 
hombre cuya al tura es de 6 ft se aleja del poste a una velocidad dc 5 ftls a lo largo de una 
trayectoria recta. ¿Con qué rapidez se mueve la punta de su sombra cuando el hombre está a 
40 fl del poste? 
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7~ U~ lám.para proyectara situada sobre el piso ilumina una pared que está a 12 m de 
dtsta~e t a. SI un hombre dc 2 m de alto camina desde la lampara hacia el edificio a una 
velocidad de 1.6 mIs. ¿con qué rapidez decrece su sombra proyectada sobre el edificio cuando 
se encuentra a 4 m de este? 

8) Dos personas parten del mismo punto. Una camina hacia el este a 3 mi/h y la otra ¡;:amina 
hacia el norte a 2 milh, ¿Con que rapidez cambia la distancia entre ambas después de 15 min? 

9) Un diamante de béisbol es un cuadrado de 90 ft por lado. Un bateador golpea la pelota y 
corre hacia la primera base a una velocidad de 24 ft/s. a) ¿A qué razón disminuye su distancia 
a la segunda base cuando está a la mitad de la distancia de la primera? b) ¿A qué razón 
aumenta su distancia a la tercera base en el mismo momento? 

JO) La altura de un triángulo crece 1 cm/mi n y su arca 2 cm2 Imin. ¿Con qué razón cambia la 
base del triangulo cuando la altura es de lO cm y el área de 100 em2? 

11) Se tira de un bote hacia un muelle por medio de una cuerda alada a la proa que pasa por 
una polea que está sobre el muelle 1 m más arriba que la proa. Si se tira de la cuerda a razón 
de 1m/s. ¿con qué rapidez se aproxima el bote al muelle cuando se encuentra a 8 m de éste? 

12) Un avión vuela a una velocidad constante de 300 km/h. pasa sobre una estación de radar a 
una alt itud de 1 km y asciende ronnando un ángulo de 30". ¿Con qué razón aumenta la 
distancia del avión a la estación de radar 1 min más tarde? 

13) El agua se fuga de un tanque cónico invertido a razón de 10000 cmj/min. al mismo 
tiempo que se bombea agua hacia el tanque con una razón constante. El tanque liene 6 m de 
altura y el diámetro en la parte superior es de 4 m. Si el nivel del agua sube a razón de 20 
cm/min cuando la altura de ese nivel es de 2 m. encuentre la razón a la que se bombea el agua 
al tanque. 

14) Una artesa de agua tiene 10 m de largo y una .st:cciÓn transversal en rorma de trapecio 
isósceles cuyo ancho en el rondo es de 30 cm. el de la parte superior 80 cm y la altura 50 cm. 
Si la artesa se llena con agua a razón de 0.2 ml/min. ¿con qué rapidez sube el nivel del agua 
cuando ésta tiene 30 cm de prorundidad? 

15) Una piscina tiene 20 ft de ancho, 40 ft de largo y 3 ft de prorundidad. en el extremo menos 
prorundo, y 9 ft de profundidad en el más profundo. de modo que su sección transversal a lo 
largo es un trapecio. Si la piscina se llena a razón de 0.8 ftJ/min. ¿con qué rapidez sube el 
nivel del agua cuando la prorundidad en el punto más prorundo es de 5 ft ? 

16) Se descarga grava desde un transportador de banda, a razón de 30 ftl/min y su. grosura es 
tal que ronna una pila a manera de un cono cuyo diámetro en la base y su altura stempre son 
iguales. ¿Con qué rapidez aumenta la altura de la pila cuando ésta tiene 10 ft de alto? 

17) La ley de Boyle afirma que cuando se comprime una muestra de gas a tempemtura 
constante, la presión P y el volumen V satisfacen la ecuación PV "" C. do~~c C es una 
constante. Suponga que en cierto instante. el volumen es de 600 cm3. la preston es de 150 
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kPa y ésta aumenta a razón de 20 kPalmin. ¿Con qué razón disminuye el vol umen en este 
instante? 

18) Cuando se expande aire adiabáticamente (sin janar ni perder calor), su presión P y el 
volumen Y se relacionan mediante la ecuación pyl '" e, donde e es una constante. Suponga 
que en cierto instante, el volumen es de 400 cm} y la presión es de 80 kPa y disminuye a razón 
de 10 kPalmin. ¿Con qué razón aumenta el volumen en ese instante? 

Problemas de optimización 

Lo aprendido sobre la teoría de máximos y mínimos nos permite resolver una gran cantidad de 
problemas en las ciencias e ingeniería. Siempre que lengamos un problema en el que nos 
interese hallar un máximo o un mínimo (por ejemplo, el máximo rendimiento, o el gasto 
mínimo) tenemos que formular el problema en forma de una función , derivarla e igualar a 
cero a fin de hallar los puntos criticos, y determinar qué clase de puntos críticos son. para 
elegir el que resuelva nuestro problema. 

Ejemplo : 

Un IrOlO de alam~ de 10 m de largo se eona en dos panes. Una se: dobla para formar un euadrado y la otra 
para formar un triángulo equi látero. ¿Cómo debe eortarse e! alam~ de modo que el área tOlal encerrada sea al 
mbima b ) mlnima? 

Solución: 

Supongamos que ct Iro7.0 que se va a usar para formar cllri!ngulo mide K melT05. Entonces la parte que se usar~ 
para formar el cuadrado deberá medir 10 - K metros. Con esta forma de cortar el alambre. cada lado del lri~ngu lo 

mide KlJ. y cada lado del cuadrado mide ( 10 - KY4. La altuTll de! IriAngulo será. luego de aplicar e l teorema de 

I' iligoras. h " ..{j ~ '16. 

El área del cuadrado será.: 

el área de l triángulo será.: 

~!l 
A, " lf- ~ ..jj K1/36 ,. 0.048 

Por esto. el área 10lal será: 

" " 25/4 _ h /4 ~O. IIK ' 

Derivando obIenemos' 

~ a O. 22~ 5/4 
d. 

qu" al igualat a CerQ no~ da: 
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Capitulo 4 

0.22~ - 1 .25 " 0 

~ K 1.25/0.22 " 5.68 

" (5.68) " 2.7 

La segunda derivada es: 

d'. 
- " 022 > 0 
d~ ' . . 

Aplicaciones w, ta w,rivada 

Esto indica q~ e l punto critico que Ilallamos e~ un mlnimo. O sea que el 'rea minima es aquella en la qLU: la 
varilla par1I el tri"ngu lo mide 2.7 m y la vMi lla para el cuadrado mide 7.3 m. 

Para hallar el m""¡mo. recordemos q~ este problema está definido unicamenle para O s x S 10. En los e~lremos 
de eSle intervalo la función tiene los "alores; 

A(0) - 6.2S. 

EnlOll(:es. el m"ximo est.li en x K O, o sea que el álea máxima es aquella en la cual 110 hay triangulo. sólo hay 
cuadrado. 

Ejemplo' 

Iblle las dimensiones dd rectángulo de irea maxima que: se pueda inscribir en un circulo de flIdio r 

SoIIKÍÓrI: 

PIIflI un cIrculo de radio r centrado en el origen. tenemos la ecuación; 

Como el rect.lingulo está inscrito. los vérliees coinciden con cuatro puntos sobn: la cireunferencia. Pa ... 

s implificar el problema. supondremos que los vtftices son simétricos respeclo a los ejes y el origen. ",o es. que 
los vtftÍ(:es t ienen las coordenadas: 

v, - (l ,.y ,). "l o. (x,.-y, ). V, " (_l,.y,). Yo - (_X,._y,) 

Con es10, el área de tal rect.lingulo es: 

Por otra parte. de la ecuación para la circunferencia obtenemos una expresión para y, en función de x,' 

y, -~ 

con lo cual: 

A - 4l, ~r'- ~, ' 

Deriva.ndo: 

115 



Capitulo 4 Aplicaciones de la derivada 

Igualando a cero: 

~- ~,' , Jl7 

o $ea qUI: un f~lánl:\u lo cuyo lado mida 2rl Ji es el de mayor ~rea. ConvN:ue haCl:f nolar qu~ lal «<lángulo. es 
un cuadrado. 

Ejercicios 4.3: 

1) Halle el punto de la recta y : 2" • 3 más cercano al origen. 

2) Encuentre los puntos sobre la hipérbola"¡ - )(2 = 4 que están más próxi mos al punlo (2.0). 

3) Encuentre las dimensiones del triángulo isósccles de área máxima que pueda inscribirse cn 
un circulo de radio r. (Sugerencia: coloque el circulo en un plano cartesiano Clln el centro en d 
origen y los lados iguales del triángulo simétricamente respecto al cje y: coloque el lado 
diferente hacia arriba; exprese la base y la altura del triángulo en lénninos del radio) de las 
coordenadas de cada punto) 

4) Halle el área del rectángulo más grande que se pueda inscribir en un triángulo rectángulo 
con catetos cuyas longitudes son de 3 cm y 4 cm, respectivamente, si dos de los lados del 
rectángulo se encuentran a lo largo de los caletos. 

5) Se inscribe un ci lindro ci rcular recto en una esfera de radio r. Encuentre el volumen más 
grande posible de ese ci lindro. 

6) Enlre O oC y 30 oC, el volumen V (en cm}) de I kg de agua a una temperatura T se expresa 
aproximadamente mediante la fónnula 

V "" 999.87·0.06426 T + 0.0085043 TI . 0.0000679 T) 

Encuentre la temperatura a la cual el agua tiene su densidad máxima. (Sugerencia: la densidad 
es el cociente de la masa entre el volumen) 
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Aphcaciol\Cs de la dt:ri~ada 

7) El 24 de abril de 1990. el transbordador espacial Discovery desplegó el telescopio espacial 
Hubble. Un modelo para la velocidad del transbordador durante esta misión. desde el 
despegue en t =- O hasta que los cohetes auxiliares de combustible sólido se desprendieron en t 
= 126 s. se expresa mediante 

v(t) = 0.001302 t
1 - 0.09029t2 +23.6I t - 3.083 

(en ftls). Con este modelo, estime los valores máximo y mínimo absolutos de la aceleración 
del transbordador entre el despegue y el desprendimiento de los cohetes auxiliares. 
(Sugerencia: no olvide que la aceleración es la derivada de la velocidad con respecto al 
tiempo) 

8) La resistencia de una viga de madera es proporcional a su ancho y al cuadrado dc su altura. 
Encuentre el ancho de la viga más resistente que se puede sacar de un tronco de 16 cm de 
diámetro. 

9) Una ventana nonnanda tiene fonna de rectángulo rematado por un semicirculo. (Por 
consiguiente, el diámetro del ~micirculo es igual al ancho del rectángulo). Si el perímetro de 
la ventana es de 10 m, encuentre las dimensiones de la ventana de modo que se admita la 
cantidad más grande posible de luz. 

10) Si se cuenta con 1200 cm2 de material para hacer una caja con base cuadrada y la parte 
superior abierta, encuentre el volumen máximo posible de la caja. 

11) Una caja con base cuadrada y parte superior abierta debe tener un volumen de 32 000 cm3
. 

Encuentre las dimensiones de la caja que minimicen la cantidad de material usado. 

12) a) Demuestre quc de todos los rectángulos con un área dada, el que tiene el perímetro 
menor es un cuadrado. 
b) Demuestre que de todos los rectángulos con un perímetro dado, el que tiene el area máxima 
es un cuadrado. 

13) Un recipiente rectangular para almacenamiento, con la parte superior abierta, debe tener 
un volumen de 10 ml. El largo de su base es el doble del ancho. El material para la base cuesta 
$100 por metro cuadrado. E[ material para los costados, $60 por metro cuadrado. Encuentre 
las dimensiones que deben usarse para tener el más barato de esos recipientes. 

14) Se va a fabricar una lata ci líndrica con [a tapa superior abierta. Para un volumen dado V. 
¿cuánto debe medir el radio R a fin de que se use el mínimo de material? 

15) Se quiere fabricar un tanque compuesto de un cilindro y dos semiesferas a los lados y que 
tenga capacidad para 1000 li tros. ¿Cuánto deben medir el largo de el cilindro y el radio tanlo 
del cilindro como de la esfera a fin de que se gaste el mínimo de material? 

16) Un obrero debe fabricar un canal abierto en ronna de prisma trapezoidal. de capacidad 
máx ima. El fondo y los costados del canal deben medir 10 cm y los costados deben estar 
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Capillilo 4 Aplicacionn de la derivada 

igualmente inclinados respecto al fondo. ¿Cuál debe ser e! ancho de! canal en la parte 
superior? 

17) En los extremos de una calle de un pueblo, que mide 2 km, hay dos fiestas con sonido que 
emiten ruido a volumenes diferentes V I Y V2, con V2 = 4V l. Si la inlensidad del sonido varia 
en proporción inversa al cuadrado de la distancia, encuentre el punto entre las dos fie stas en 
que el e:>cfindalo será menor. 
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Aptndice 
Re$pIJc$las a los ejercicios 

Apéndice 

Respuestas a los ejercicios 

Capilulo 1 

Ejercicios 1.1 (Página 10) 

1) (-213.00) 2J12.3J 4) (-2.2) 5) (-cQ.-5 )u [5,co) 

6) (-<>'J,O)v(I,3) 7J1-2.2) 8) 12,5J 9) (-<>'J,-IIJ] 10) R 23) (-<>'J,12) 

11)(0,713) 12)(-<>'J.-3]v[l ,co) 13)(-<>'J,- 12tvl-2.co) 14) R-{-1} IS)(-5 .5.2.5J 

16H J7)(-3,-2)v(2.3) 18)(213. 1013) 19) (-oo.-3Iu[0.1] 

I I I 
20)(- ./2 .- ,)u( Ji ,00) 21) (1,312) 22)(-0.1,0.1) 23J1-1.31. -1.29) 24)(312.615) 

25) (-3.-1)u(-1,112) 26)(-3.213) 27)(~,- 1 )v(0,1) 28)(1,00) 29)(-I,I}I..J(I,co) 

30)(~.-1) 31)(-./2,1)v( ./2,00) 

Ejercicios 1.2 (Página IJ) 

l)x=l,x "' 4 2)(3,7) 3)(-<>'J.-2]u[21J,co) 4)(-11,-5) 5)(-<>'J.0]u [6.co) 

7) (5.9. 6.1) 8) (-co,-7]v[-3.co) 9) (-<>'J,-4]u{2.co) I Oll 1.3. 1.1) 6) (-oo.3Jv IS ,co) 

11 ) (-4/5, 815) 

16} (5f4, 7/4J 

20) ( l . 3(2 ) 

12) (1.52. 1.68) 

17) (0.59, 0.66) 

13)[0.49.0.51 ) 14)[7.8.8.2) 15)(0.9. 1.1 ) 

18) (-G:I, 0)v(0. 0.9)u(1.2S. co) 19) R-IO) 

21)(-<>'J. 7/4)0....(3, co) 22)[213.4) 23)(-<>'J,-II3]u{1,oo) 

24)(-<>'J.-l}u[l.co) 25)(-0.5.1.5) 26) (1.25. 2.75) 

28) (-<>'J, 0)v(4/3. ClO) 

Ejercicios 1.3 (Página 16) 

1) R-{2. 3] 2)( 1.00) 3) R-{1,2.3) 4)R-{2} 5) R 6) R-(2) 7) R 
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Ejer('icios 1.4 (Página 32) 

1) 2) 

\ 

4) 5) ,-
7)D(. RR(. R 

9) D(. [0.00) R(. [O.ct;l) 

.< 
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Respueswa los ejercicios 

3) 

/ -

6) 

/ 
8) Dr: R. Rr: R 

\ 
\ / 

/ 

10) Dr: [Ifl.oo) Rr:(-oo.21 

\ 
\ 



Respuestas a los ejerc icios 

1 1) Dr: R. Rr: R. raíz: {I }. decreciente en R 12) Dr: R . Rr: R. raiz: 11 /3 }. creciente en R 

14) Dr: LI I2.<>:». Rr: ! 112.00). no raíz. cree.! 112.<>:» 

( 

I S) Df : R · f2}.R r: R - {- I }.raíz:{3}. cree.Dr 16) Dr: R-(4).R(.(0.ao).crec.(-«l.4J. deer.14.00) 

\ 
--...;:-

1.~11, 
,......,--; 3.fX+6+x l +2 

17)a)f(x) - ,¡x: 1 + 8.Dr: R b)f(x)"" 1 . Dr:(·6.-2)'J(-2.2)\.1(2.QJ) 
, - 4 

18) (f/g)(x)= J~ . D:I-6,S}: (h o f)(xrlx + ~-4. O:I-4.ao); (S o h)(x)= J9- Xl • D:I-3.3[ 
,¡S-x 

19) ( f + g)(x)-3xl +x.1, O: R: (g _ f)(x)'" ·3x2+x+3, O: R: (f S)(x)'" )x
l
+)x

z
·2x_2. O: R: 

(f/S)(x)= 3x
l 

- 2 . O: R _ t-I J. (f o g)(x>,", 3x2+6x+1. o : R: (g o f)(x )'" 3x
2
_1. o : R. ,.. 

20) g(x) '" 1+ Xl • h(x) _ X11 21)g(x) - ~ . h(x) -= Fx+í 

22) g(x:) " x)12 . h(x:) - x - ,f2'+; 
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Apéndice Respuestas ~ los ejercicios 

23) (fo gXx) - V+0. O: (~.- V3); (go fXx) - J<x 1 _ 2)' /1 + 1 .D : (~.-.fi M.fi .<lO) 

1 
24)(fo g)(x) _ 3/xJ + 2Jxz + LD: R - (01 ;(gofXx) - 1 J .0: R - (-1 ) 

3'1. +2x +1 

Ej ercicios 1.5 (Pagina 38) 

1) 2) 3) 

4) , b S) 

+ 
/ 

:~ 
~ " ' 

" ' I 
~ " / 

. ' '. :. 

6) 7) 8) 

~.I·~'~' ~-_·· *. ',' ,'~~t: -, 
~ . 

. -

9) 

xl+ I+....!..... x s o 
, - 1 

(r +g)(x)= ,.; - 9 OSx s 2 

S+ I/ ,.; x > ~ 

!
<III+ 1X,\ - I) x SO 

(flg)(x ) = 8 - x Os u ; 2 

Sil 11 > 2 

1

><'+1- ' ,<O 
,-1 

(f-gXx)= x- 7 OSx S2 

5- 11 '1. 02 
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Xl +1 

,-, 
(f ·gXx); 8- ,.; 
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'" 

. •• ~"""';. __ l.-' '_~~' ... ~ .~_~.,s.\.~~_~: 

I I '\ 

(91 (SI ('1 

~~l~~~c 
«(1 q 8(ll 

(~)C>l ·Z>x>1 Z+X (5X>1 <Z+xXP-[x) 

\5x> 1-~ ,X( 
\5X>I-

1 

~ 
:(joS) 

2-
~'(~'J) 

1-5X>,-1 ¡-5X>Z-

!::2.. 
~ 

1::-5X5(-
.-x 

Z-5X5(-~(P-X) 

(5 X:> I x-tX (5 x > I p_x+{x 

~_.c. ( ,x 
15 x> \-\5X>\--+-

1 1 1 1 
,x '(~-J) x ~=(~+ J) 

1-5X>Z-~-I 1-5X>Z-~+-T 
Z-5xs::(-~_p_x Z-5X5(-~+V-x 

(1\ 

,<x -- .< X 

p5X5Z 

05' . -'1 ,:~ , (x)(~ IJ) , I 
I-x 

posx>Z 1-=(x)(S'J) 

05)( O 

,<X XII-X-I} 
\>"5X5Z xII-x =(x)(S+J) 

05 X (+X 

v<x XI1+X-I\ p5x5, II:/I+x =(xX8-J) 

05 x (-x-
(01 

§OPP~~r3 $01 I $1!lS3nd~1I 33!ptI~ .... 



Apéndice Respuestas a 10$ ejereiciO$ 

17) 18) 19) 

e 

. , ~j •. ~.. ---+~~. . . ..~ .. . ... _ .. 
- _. 

.. '." - . 

20) 21) 

li:jerdcios 1.6 (página 45) 

1) a) t = at!oT + 'o(l-aTo), pendiente: ato. ordenada al origen: io( l-aTo). b) 1.0007 m. 
c)T = 120 "e 

2) e = 20000 + 1500x 3) a) A = 2Xl + 480/x, b) 100 cm1 S Ato S 225 cm2 

4) a) P = 2x + 2oo/x. b) 30 S P S 40.67 5) V "" J[x( 18_x)2 

6) e = a + bx + c. a: para despegar, b: para aterrizar. c: cada ki lómetro. 

7) a) $ '" 260 + 4.51xl . b) 38( km. 8) a) d = 6501, b) s(d) = .136 +d 1 
• c) s(1) = jJ6 +(6501)! 

9)$ = 24x2 + 480/x 10)4 S p S8 II)A =5x-4.27x2 +O.79x2 12)A = 4x - 1.28x2 

13) A = 6x - 0.6x 2 14 ) V = 120000 - 9600111 16) a) 144 ft, b) 0.55 S t S 5.45 

17) T = 25" - 10 h "!km. (.25.25)° 

Ejercicios 1.7 (Página 48) 

l) x "" pl5 +5 2) p = 0.04x2 3) i = 6.5/d 4) i .. 1.4/d2 5) d2 = t1 

", 
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Capítulo 2 

Ejuc:icios 2.1 (Página 57) 

1)4 2)0 3) 1/8 4)0 S)3x2 6)-1 7)-7 8) -1/69) 1/4 10)- ln I I)-ln 

12) -2 13) -1n 14) 3/4 15)0 16)-3 17)3 18)3/4 19)0 20)3 

Ejerc:ic:ios 2.2 (Página 60) 

1) 2 2)co 3) 1 4)co 5)0 6)« 7)3/ 10 

12)8 13) -<:10 14) 1 15)-00 16) co 17) 'XI 18)- 1/5 

Ejucicios 2.3 (Página 69) 

I) x = ±l.y = O 2)x "" 2.y = -1 

3)D(. R -I J..4} .raiz:x - -2 4) 
continua en su dominio. 
asíntotas: x .. ·4, Y - l . 

I .-

·1 

8)4 9) 0 10) co 11 ) co 

19) -113 20) O 

S) D(. (-oo,OM I.co), ralz: X " O. 
Rr: ]O. I )'...J( I .co). disco en (0, 11 · 
asíntotas: x ,. l . Y .. l . 

Jl 
~ 

6) D(. R . p .• 3}. raiz: x - 1. 7)x = -1.38.8)x - 1 9) 
continua en su dom inio. x "'" 0.33. 
asíntotas: x - 2, Y - l . x = J.2J. 

\ 

:::---,-- j¡fr
" 

- . . . I . ' 

I ( 

'" 



Apéndicc Rcspucstas a los cjcr"(idO$ 

10) 11 ) A - -112, B - -2 12)a - 1.b - ·3 13) O 

--- , . ,.' 

/ 
Capitulo 3 

Ejercicios 3.1 (Página 76) 

I)y' : 12x" 2)y' : .12x· IJ 3)y' : ~xl/3 4)y' : _~ 5)f'(x) '=' .!.x·J/4 6) f'(x) : eX,··I 
3 x' 4 

7) y' "" 6x l12 • ~X·l f.! 8) y' '" 18x2 + 8x -2 9) y' = 61 _ 61J/2 + 2/r 
2 

Ejercicios 3.2 (Página 79) 

1) f'(x) = 8(2x2 - 3) + 4x (8x: 

3) {'(x) = (36x2 _ 4)(x2IJ + 5x) + (~X·IIJ + 5X l2x3 - 4x) 
) 

5) {'(x) = (2x - I )(Jx + 2) + x(2)(3x + 2) + x(2x - 1)(3) 

6) y' - (5 - 12 x.l}(2 _ x2)(3x -6) + (5x - Jx4
)(_ 2x)(3x -6) + (5x - 3x4)(2 - x2)(3) 

8) r(x) = (4x1 _ 6x}(x1 + 2x -1) + (x4 
- 3x2 + 8X3x2 + 2) 

9) y' = (72x7 _ 4x1 + 1)(3x _ 6x1 + 5x") + (9x' _ x4 + xX3 - 42x' + 55x 10) 

lO) y' = (6x "! + 32 xY1)(5x l17 _ 7x·I IJ )(9xS16 + 4X1/l1) + (5x6lS + 4xll!l)( ~ x-4ll1 + 7.. x-4Jl )(9xS
/6 + 

) 7 3 

4x 1/11) + (5x'"'s + 4xllJ}(5x ' l7 _ 7X. "1)( 45 x· l /() + ~X""'II) 
6 " 
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Ejercicios J,J (Página 80) 

1) y' 
2x(x - 2) - (x ' + I) 

(x - 2) ' 

ResPUCSUl5 a los ejerc icios 

3) y' 
2'1(2 '1 +8) - 2(xl + 1) 

( 2~ +8): 

4) r (,) '" 6~{5~ ' + 7~ - 2) - (IOx + 7){Jx ' + 1) 
(5x ' +7x - 2)' 5)f(x) 

[(x - 2 ) +(~ + 1)J(7 ~ - 6 ) - 7{~ + I )( ~ - 2) 

(7~ - 6) ' 

6)f(x = (x - 6)[(x ' +2x + l : + {x - 2)(2x + 2)] (x 2Xx ' +2x + l) 
) ( 11. - 6)' 

7) ' = (x - 1(2x + 6»(1211. ' + 50x +25) + (411. +4)(4xJ + 25x ' + 25x) 
y (2x+6) ' (x - I)' 

8) ' : (4x+l0)(2x - 3)(1I. - 7)-·(4uI7)(1I. - 9)(2u8) 
y (211. - 3)' (x - 7)' 

9) ' = (1211.' + 5411. ' + 8211. + 48)(5x' - 1 Sx - 12)(- 8x' + 11) - (3x ' -8)(x ' +6x + 11)(- I60x' +54x' + 82x +48) 
y (S1I. ' lSx 12)' (-811. ' + 11)' 

10) y' 
(63x' +32x 25)[(--6x ) 25x 2 2 Ix+2) - (ll x·'-9x '+ 12x+l l)J 

[(_6x 1 _ 25x' - 21 x + 2) - (1 1x' - 9x ' + 12x + 11 )11 

(_5Ix1 - 32x - )])((3x' +5x' + llx + 19) +(18xl + Il x ' - 36x + 4 1)1 

[(--6xJ - 25x ' _ 2 1x +2) _ (l lxJ - 9x ' + 12x + II J] 

Ejercicios 3.4 (Página 83) 

1) f(x) = 99(x + Ir 

4) f(x ) = 12(xs + 1)11(5x)(x2 +- 3)6 + (xs + 1)1 1(12x)(xl + 3)s 

5) f(x) = 12(x - 1)11(1 _ 6x)2JJ + (x _ 1)12(-4X 1 _ 6x)2/l 

6) f (x) = (2x + 3X I _ 2X)9 + (Xl + 3x)(- 18)(J - 2x)' 
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8) f (x ) = 1 [1-_1_] 
2,Jx+~ 2~ 

9),' - -r~1 ==!!fr 1 +-;--2-~-1 - 2Jx+J,..r;. 2 ,..r;. 

lO ' = 1 11 Sx h 2[ (2X+ 6XI I- S1I. - 311. 2) +(S+ 6 11. XX2+ 6X+ 8)] 
)y 2 x ' + 611. + 8 (11 - Sx -3x 2)' 

Ejercicios J.S (Página 85) 

1) y' '" 2/3 2) " = 2p1, 

6) Y'=-ff 7) Y' = - ~ 

10) Y = x ll )y= -x 

Capilulo 4 

Ejercicios 4.1 (Página 10 1) 

1) 2) 

8) " 
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4 )y, = _3x
1

+ 2xY 
Xl +2y 

9) y' 

l3) y = O 

J) 

Respuestas a los ejercicios 

b'x 
5)Y' = -a Zy 

6x - 2y - 4x'y' 

2x + Sx' y' 

\ 

14)y = ~x-~ 
2 2 

\ 



4) S) 6) 

J.\ 
-' 

7) 8) 9) 

1# 
\ / 

" 
j- I 

l O) 11) 12) 

_._-~ 

~ 

[jl'~i<:iO$ 4.2 (Página 1(6) 

2) dA - 2ltr ~ 
di di 

3) 111.24 kmlh 4) 21.39 kmlh 

5) 692.8 kmlh 6) 8.3] IV! 7) -2.4 mis 8) O.531on1h 9) 10.73 ftls 10) -1.6 cm/s 

11) 1.008 mis 12) 296.39 kmlh 14) 3.33 cm/min 

15) 0.0012 ftlmin 16) 0.38 ftlmin 18) 0.98 cmJ 

Ejercicios 4.3 (Página 11 0) 

1) ( 1.2AI.6) 2)(1. .'5 ).(1.- .'5 ) 3) equilátero de lado Ji r 4») cm l 
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Apélld icc Respue~tas a los cjereicios 

6) 3.96 oC 7) amb = 62.9. am;n = 2 1.5 

8) ancho = 9.23 cm, grosor >; 13.06 cm 9)x = 1.95m,y = 0.97m 10) 4000 cmJ 

11)x = 40cm,h = 20cm 13) largo = 3.3 m, ancho = 1.65 m. allUra = 1.83 m 

14)R =~ ./lV 15) R : V-¡;, h: O 
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16) 20 cm 17)aO.77km deV 1 
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