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Introduccion

Introduccion

El presente trabajo tiene como finalidad promover en la unidad un texto para la UEA de
cilculo diferencial e integral 1 que sea de utilidad para los alumnos en particular. Para
elaborarlo se siguié minuciosamente el programa oficial vigente.

Puesto que en los exdmenes departamentales lo que se califica es la habilidad para resolver
ejercicios, se han dado una buena cantidad de ejemplos de su resolucién y se han dado una
gran cantidad de ejercicios para que el alumno los resuelva en cada capitulo, esperando que
el alumno haga la mayor cantidad posible antes de cada examen. Para que el alumno pueda
tener idea de su avance, en el apéndice se dan las respuestas a estos ejercicios.

Este texto no pretende ser exhaustivo ni mucho menos, simplemente trata de dar los
conceptos minimos necesarios para un buen desempefio durante el curso. Su utilidad ha
sido probada, tanto en cursos tradicionales como del SAI que el autor ha impartido con este
libro como texto basico,

Se agradece a todos los alumnos que han usado versienes previas por sus sugerencias y

observaciones ftiles. A quienes lo lean se agradeceré toda observacion, sugerencia o critica
que sirva para mejorarlo.

Meéxico, D. F. Junio de 2004.






Capitulo | Funciones

Capitulo 1

Funciones

En las ciencias, asi como en sus aplicaciones, por ejemplo la ingenieria; es necesario tratar con
cantidades mensurables, y su dependencia con otras cantidades en fenoémenos importantes.
Para tratar a las cantidades y las relaciones de dependencia se utiliza un lenguaje objetivo.
preciso y universal: las matematicas. Por esta razon, es necesario el conocimiento de la forma
de tratar las cantidades y relaciones entre ellas matematicamente. Una cantidad fisica se puede
representar por medio de nimeros. A la relacién de dependencia de dos o mas cantidades se le
denomina funcién. Entonces estudiaremos nimeros y funciones numéricas.

Usaremos el conjunto de los numeros reales para las funciones que queremos tratar. Pero a

veces estaremos interesados solo en un subconjunto de todo este enorme conjunto, por lo cual
veremos la forma de representar subconjuntos apropiadamente.

Intervalos

Un intervalo es un subconjunto de los nimeros reales delimitado claramente por uno o dos
nimeros. Si el intervalo en cuestion contiene a los nimeros que lo delimitan, ¢l intervalo se
llama cerrado. Si no se incluyen los nimeros que lo delimitan, se llama intervalo abierto.
También puede haber intervalos semiabiertos (o semicerrados). Los diferentes tipos de
intervalos se simbolizan como sigue:

El intervalo cerrado definido por los niimeros a y b (suponiendo que a < b), se representa
como:

[a,b] = {x|a<x<bj}.

Lo que esta entre llaves se lee como: el conjunto de x tales que a es menor o igual que X y x s
menor o igual que b. El intervalo abierto definido por a y b se simboliza por:

(ab)={x|a<x<b}.

Los intervalos semiabiertos definidos por a y b pueden ser:

[ab)= {x|a<x <b}

0

(ab]=f{x|a<x<b}.

Cuando se define un intervalo por un solo numero, tenemos intervalos infinitos de la forma:

(am) = {x|x>aj}
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(4]
(a,%0) = {x|x 2 a}.

Hay que recalcar que co NO es un nimero, sino simplemente un simbolo que dice que el
intervalo se extiende indefinidamente hacia valores positivos arbitrarios. Lo mismo se puede
decir de -0, para nimeros negativos.

Geométricamente, esiamos acostumbrados a representar los nimeros reales por medio de la
recta numérica. Los intervalos se pueden representar como segmentos de recta o rayos. Abajo
se dan las representaciones de diferentes intervalos, consistentes en la region rayada.

[a,b]

a A b
(a,b)

a b
[a.0)

a
(-o0.b)

= N b

Ejemplo:

El intervalo (-3,5] se representa por:

S,
~ NN
-3 5

A
L3

y esta dado por el conjunto:

{x|-3<x<5)

12
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Desigualdades

Llamamos desigualdad a una expresion que representa una relacion entre dos cantidades, una
de las cuales es mayor (o en casos especiales, igual) que la otra. Resolver una desigualdad es
hallar un intervalo para el cual se cumple la relacion expresada.

Para las desigualdades, se cumplen las siguientes reglas:

I Podemos sumar el mismo nimero a ambos miembros de la desigualdad:
a<b=>atc<b+c (1)

2 Podemos sumar dos desigualdades:

a<b y ¢<d = atec<b+d (2)

3 Podemos multiplicar ambos miembros de una desigualdad por un nimero positivo:
a<bh = ac < be sic>0 (3)

4 Si multiplicamos ambos miembros de una desigualdad por un numero negativo, debemos
invertir el sentido de la desigualdad:

a<h = -ac>-bc  sic>0 4)

5 si tenemos dos nimeros positivos. al tomar sus reciprocos debemos invertir el sentido de la
desigualdad:

a<b = i/a>1b  sia>0yb>0. (5)
Ejemplo:

Resolver la desigualdad:

2+4x<10x+6

Restando 2 en ambos miembros obtenemos (regla 1):

A4x<10x+4

Restando 10 x en ambos miembros (regla 1):

-6x<4

Multiplicando por —1/6 (regla 4):

x> -4/6

Simplificando:
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x>-213

El intervalo solucion es (- 2/3,20)
Ejemplo:

Resolver la desigualdad:

X +x-6<0

Factorizando el primer miembro:
(x+3)x-2)<0

Para que este producto sea negativo, se requiere que alguno de los factores sea positivo pero el otro sea negativo.
Esto puede suceder en dos casos:

Caso I:

(x+3)>0 ¥ (x-2)<0
de la primer desigualdad obtenemos:
X=>-3

mientras que la segunda nos da:
x<2

Como la condicion es que las dos desigualdades se cumplan sinmultaneamente, debemos buscar la interseccion
de ambos intervalos. Esto se puede hacer graficamente:

RIS PIERA ARG >

-3 2
La region cruzada sera el intervalo buscado, que es(-3,2).
Caso 2
(x+3)<0 ¥ (x-2)>0
La primera desigualdad nos da:
x<-3
La segunda nos da:
x>2.

Como podemos ver en la siguiente grafica, estos intervalos no tienen region de interseccion, por lo que no hay
conjunto alguno que sea solucion.

P o

. 3 2
En definitiva, la solucion es:

{x|-3<x<2}
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Ejercicios 1.1:
DI+x<Tx+35
2)x’-5x+6<0
3 +3x7 - 4x >0
Hxi<4

5)x* =25

6) x* +3x < ax?

7N-5<3x+1<7

[
/ —_—
8)1”527(4-! <1/5

9)2x-325x-2
10)x-7<2(x-3)+4-x
11)3x/4 — 8> 7x/3 27
12)3x* - 7x <0
13)(x+3P7-4(x+3)20

14) (x + 7Y 225

x—1_2x+3
15) ——=2
X+l x+l

16) (2x + 3)* < 64
17)25x% <-30x - 18
18)4<x’<9
19)3x*+7x-10<0

20)x(x +3)x—1)<0
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Wx-1> 35
2) T 22

23)-2.1<x-25-19

24)429 <3 —-x <431

|
25)2< — <5

x=17

2
20)2x + 55—
x+1

2743 +2x<9-Tx < 11— Tx

28) 3>+ 1)x-2) >0
29)x +1>x*+x

x'+1
T <0
x'+1

30)

1
30 o <x+l

Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero a se denota por |a| y es la magnitud del segmento desde el
origen hasta el niimero a sobre la recta. Como las magnitudes son siempre positivas (o cero),
el valor absoluto es siempre positivo (o cero):

|a] =0 para toda a. entonces:

laj=asiaz0,
laj=-asia<(.
Ejemplos:

I51=5

N-nl=n-1

K-1=x-1 si x-120,

estoes. si

(6)
7N
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[x=1=1-x si x—-1<0, osea, six<1.

Cuando extraemos la raiz cuadrada de un nimero, normalmente se debe tomar la raiz positiva.
por lo tanto se tiene que:

Ja_1=|u| (8)

Propiedades de los valores absolutos:

1| ab[ = [al[b| 9)
2 |a/b| = [al/[b] (b20) (10)
3" =a" n entero (an
4ja+b|<|al+]|b| (12)
S5x|=a =3 X =%a (13)
6lx|<a = -a<x<a (a>0) (14)
7Ix|>a = x>a 6 Xx<-a (a>0) (15)
Ejemplo:

Encontrar los valores de x que cumplan la siguiente igualdad:

Bx-7=5
Para que se cumpla la igualdad, debe plirse que (propiedad 5):
Ix-7=-5 o Ix-71=5§

La primera igualdad nos da:

x=2/3

mientras que la segunda nos da:

x=4

Estos son los valores que debe tener x para que se cumpla la igualdad
Ejemplo:

Resolver la desigualdad:

2x+8 <3

Por la propiedad 6 tenemos que:
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-3<2x+8<3

Restando 8 a los tres miembros tendremos:
-11<2xs-5

Dividiendo entre 2:

~l2sxs-52
Ejercicios 1.2:
D2x-5/=3
2)|x-5/<2
3)Px+224
4x+8<3
5)3-x23
6)x—4| <1
7)x - 6]<0.1
8)|x+5]=2
9Ylx+1]23

10) 2x -3/ <04
1) 5% -2| <6

12) |- 5x + 8| < 0.4
13) 2% - 1/ 0.02
14) [x - 8/ 202
15)[x - 1] <0.1

16) [2x + 3| < 112

5
17) ‘;* <04
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=04

2
=2
1s)‘x

[4x-2|
—<3

9=

I
200 2 < 2-x

2x-1

21) 3 <2

22)3x-2|-|x +1|<5
23)x+3|<)5x-1|

24 X —x+1
i
) 12—x] 21

25) x— 0.5/ <1
26) 2 - x| < 0.75

I I
2D A w7

[x-4|
B s

28) ox

1

Elementos de las funciones

Representaremos una funcion que depende de una cantidad x por medio de f(x). A la cantidad
x se le llama variable independiente y a f(x), variable dependiente. Al conjunto de valores que
puede tomar la variable independiente se le llama dominio (D), y al de los valores que
adquiere la variable dependiente se le llama rango (R;). A veces se especifica el dominio de la
funcion, pero otras veces no se dice nada. En esos casos el dominio es todo numero para el
que la expresion tenga sentido. En la definicion de algunas funciones se hallan raices
cuadradas, fracciones, etc. Para estas funciones es importante observar que no estan definidas
para raices cuadradas de cantidades negativas, ni para valores del dominio que den cero en el
denominador. asi que para encontrar su dominio serd necesario resolver alguna desigualdad.

Para visualizar una funcién se usa una grafica. Esto es el lugar geométrico de todos los pares
ordenados de la forma (x.f(x)) graficados en el plano cartesiano.
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Ejemplo:
Seafix)=2x, para0<x <1
Para esta funcion el dominioes: D 0 <x < |.Elrangoes: Rz 0 <x <2,

A continuacién se da la grafica de esta funcion:

oy 4
1
0 r i X
00 0s 10
Figura 1.1. Grafica de la funcién f{x) = 2x.
Ejemplo:

Encontrar el dominio de la siguiente funcion:

4x
) = 2x-1
Solucién:

En esta funcion no hay restricciones para el numerador, sino que x puede tomar cualquier valor. Por otra parte,
para el d inador hay dos restricci muy claras: la primera es que no debe valer cero nunca, mientras que
la segunda es que la raiz cuadrada siempre debe estar definida, o sea que el radicando nunca debe tomar valores
menores que cero. Estas restricciones se escriben como:

2x-1#0 y 2x-120

la primera nos dice que x # 1/2, mientras que la segunda nos dice que x > 1/2. Entonces, el dominio de la funcion
€5

112<x<ow,
Ejercicios 1.3:

En los ejercicios siguientes, obtener el dominio de las funciones dadas.

20
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x-1
x'-5x+6

2)fix)= Vx—x -1

1) fix)=

X
D= e -2x 3

p— T

Hix) = x?—4x +4

5)fix)= J(x+1¥ +3
B 1+ 2x

6) flx) = 5,

P .

M= 35

Simetrias

Algunas funciones son simétricas con respecto al eje y, otras son simétricas con respecto al
origen. Si una funcién es simétrica con respecto al eje y se le llama par. Una funcion simétrica
con respecto al origen es una funcién impar.

Las funciones pares cumplen que f (-x) = f(x). Las funciones impares cumplen que
f{-x) = -f(x). Cuando sabemos que una funci6n es par. podemos dibujar sélo la parte de la
grafica cuyo dominio es positivo y después completarla por reflexion con el eje y. Para una
funcion impar también podemos completar la parte con dominio negativo al “rotar” la grafica
180° con respecto al origen.

Ejemplo:
La funcion f{x) = 3x” - 2 x" es par. puesto que:
f-x) = 3(-x)* =2(-x)" = 3" -2 x* = f{x).

Su grafica es:



Funciones

Capitulo |
= /..\'
Ls -1o 05
Ejemplo:

La funcién fix) = x' - x es impar, pues:

R-x)=-x"- x=-Rx).
Abajo se da la grafica.

Figura 1.2. La funcion f(x) = 3x* -2 x*,

Ejemplo:

0s

La funcion f{x) = x> + 5x no es par ni impar, pues:

f{-x) = x* - 5x,

que no guarda relacion ni con f{(x) ni con —f(x). Esto se ve en la grafica:

Figura 1.3. f(x) =%’ - x.
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Figura 1.4. f{x) = X+ 5x.
Monotonia

Se dice que una funcion es creciente en un intervalo si para toda x; < x; en ese intervalo se
cumple que f(x;) < f(xz). Una funcién es decreciente si para x; < x; se cumple que f(x;) >
f(x2). Una funcion puede ser creciente o decreciente en todo su dominio, o sélo en algunos
intervalos a los que se les llaman intervalos de monotonia. Graficamente vemos que una
funcion es creciente si conforme crece x también crecen los valores de f(x), o sea, si la funcion
"sube". Si pasa lo contrario (si la grafica "baja") es decreciente. También puede ser que alguna
funcion no sea creciente ni decreciente, sino que se mantenga constante en todo su dominio.

Ejemplo:

La funcion fix) = 2x + | es creciente en todo su dominio.

Figura 1.5, fix) = 2x+1.
Ejemplo:

La funcién f{x) = -x" es decreciente en todo su dominio.

23
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1000 y
500
X
r T t . Y
=10 -5 10
-500 -
-1000 -
Figura 1.6. fix) = -x".
Ejemplo:

La funcién f{x) = -x* + | es creciente en -« < x < 0, y es decreciente en 0 < x < .

i =

Funciones algebraicas

1 X
z

Figura 1.7. fix) = a1
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Existen numerosas clases de funciones. Trataremos inicialmente con funciones algebraicas.
Estas funciones son las que surgen cuando realizamos con x operaciones basicas: sumas o
restas, multiplicaciones, divisiones, potencias y raices. En esta seccion, veremos algunas
funciones elementales que serd necesario conocer bien, para después poder construir otras
nuevas.

Funciones constantes

La funcion f(x) = ¢ es aquella que le asigna el valor ¢ a la funcién para todos los valores de x.
La grafica de esta funcion es:

|

-10 058 0o 0s 1o
Figura |.8. f(x) = c.

Funciones potenciales

Las funciones de la forma f(x) = x" son muy importantes y de las mas basicas. Veremos que
pasa con su graficas para diferentes valores de a.

Caso 1: @ = n, con n un entero positivo:
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Figura 1.9. f{x) = x", a >0.
Notese que si n es par, la funcién es par. Si n es impar, la funcién es impar. Cuando n crece, la
funcion se pega al eje de las x :xltl <1y se pega a las rectas |x| = 1 si x| > 1. Estas funciones
tienen su dominio en todos los

Caso 2: a0 = -n:

Figura 1.10. f(x) =x", a<0.

26
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Nétese que si n es par. f(x) es par, y viceversa. Si n crece la funcion se pega al eje de las x
para |x| > 1, y se pega a las rectas |x| = | si |x| < 1. Estas tienen como dominio a todos los
reales, excepto el 0. Cerca del cero la funcién toma valores arbitrariamente grandes en valor
absoluto, acercandose cada vez mas al eje de las y, pero sin llegar nunca a tocarlo. A este
comportamiento se le llama asintético. Mas adelante estudiaremos con detalle esto.

Caso 3: a = 1/n, n entero positivo:

Figura 1.11. f{x) = x“. a= I/n.
Notar que para n par, la funcion solo esta definida para las x = 0, pero si n es impar, esla
definida en todos los reales. Si n crece, la funcion se pega al eje de las y para [x| = 0. y después
se pega a las rectas |y| = 1.

Caso 4: o = m/n, m y n enteros positivos:

Figura 1.12. f{x) = x", a= m/n.

27
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Notemos que si n es par, la funcion no esta definida para x < 0, pero si n es impar la funcion
esta definida para todos los reales. También se ve que en x = 0 la funcién tiene una “esquina”
para valores pares de m (y valores impares de n).

Polinomios

Un polinomio es una suma de multiplos de potencias y constantes, tales que n es un entero
positivo. Al mayor valor de n en esta suma se le llama grado.

f(x) = a0 X" + apy x"' +... +a, x + a9 (16)

Para esto se supone que por lo menos a, es diferente de cero. Enseguida se da la grafica de
algunos polinomios, para tener una idea ligera del comportamiento de éstos.

lG—y
n=2
n;3
05 =5
q ny
T i T 66 T Ix
-1.0 5 i 0, 1.0
i
\ 3
n=4

2104
Figura 1.13. Polinomios.
Notemos que el grado del polinomio nos dice el nimero maximo de raices. y de “dobleces™

que puede tener la grafica. Su dominio son todos los reales. Si un polinomio sélo tiene como
sumandos potencias pares, es una funcion par, y es impar si pasa lo contrario.

Funciones racionales

Si tenemos el cociente de dos polinomios, le llamamos funcién racional.

R(x) = f(x)/g(x) (17

Las funciones racionales tienen su dominio en todos los valores de x. excepto aquellos en los
que g(x) se hace cero. Para las raices de g(x), la funcién toma valores arbitrariamente grandes

en valor absoluto, esto es, tiene asintotas (mas adelante detalla lo relativo a las asintotas).
Ejemplo:

28
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20 11

a0+ |

Figura 1. 14, fix) = (2x' — x* + D/(x" -~ 4)
Funciones irracionales

Cuando en una funcion intervienen raices, se les llama funciones irracionales. El caso
potencial @ = m/n es un caso particular de funciones irracionales. Las funciones irracionales
tienen como dominio todos los valores en los que la raiz esté definida. También hay que tomar
las restricciones impuestas por cualesquiera otras operaciones que haya, por ejemplo
cocientes. Es frecuente que las graficas de estas funciones presenten “esquinas”™, como vemos
con las funciones de la forma x™". También es frecuente que tengan intervalos grandes que no
pertenezcan a su dominio, y se formen “huecos™.

Ejemplo:

La grafica de la funcion y = (x” - 4)"" tiene el siguiente aspecto:

Figura 115,y = (x"-4)'""

29
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Transformacion de funciones

Las funciones conocidas se pueden transformar en otras nuevas, a partir de ciertas operaciones
entre ellas. Sea f (x ) una funcién conocida. A continuacién damos las principales operaciones
que transforman esta funcién conocida en funciones nuevas.

Traslacién:

Si a la funcién y = f(x) le sumamos una constante c, la funcion se trasladara verticalmente ¢
unidades sobre el eje y.

Si a la funcion y = f{x) le restamos una constante ¢ a x, de tal modo que tengamos y = f(x-c),
la funcién se trasladara ¢ unidades en direccién horizontal sobre el eje x.

Ejemplo:
Graficar fix) = x* + 2.
Solucion:

La funcién y = x* + 2 tiene una grafica igual a la de la funcion y = x’, pero desplazada dos unidades hacia arriba,
como se ve en la siguiente figura:

Figura 1.16. f{x) =x*+2
Ejemplo:

Graficar la funcion f{x) = (x — 2)%.
Solucion:

La grafica de la funcion y = (x ~2)" es igual a la de y = x°. pero desplazada dos unidades a la derecha, segin se ve
en la siguiente figura:
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Figura 1.17. f{x) = (x - 2)°.

Alargamientos (o compresi ):

Si en la funcién y = f(x) hacemos la operacion y = cf(x), la funcién original se alarga ¢ veces
en la direccion vertical.

Haciendo y = [f(x)]/c, la funcion se comprime ¢ veces verticalmente.
Si hacemos y = f(x/c), la funcion se alarga ¢ veces horizontalmente.
Haciendo y = f{cx), la funcién se comprime horizontalmente ¢ veces.

Ejemplo:

La funcién y = 2[x] hace que la funcién “escalera™ vaya subiendo los escalones de 2 en 2, como vemos en la
figura siguiente:

b
*1 T
2 —
X
T T T T
4 2 2 ]

Figura 1.18. f(x) = 2[x].

La funcion y = [x/2] es la funcion “escalera” con los escalones mds largos (al doble).
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*y
34 -
—_—
X
r T T 1
TS 3 3 6
]
e,
; —— g
e
Figura 1.19. f(x) = [x/2]
Reflexiones:

La operacion y = -f(x) refleja a f(x) con respecto al eje x.

La operacion y = f(-x) refleja a f(x) con respecto al eje y.
Ejemplo:

La funcién y = -(x'"?) refleja hacia abajo a la funcion x'?:

]

Figura 1.20. f(x) = (x"%).

12

La funcion y = (-x)'” refleja hacia la izquierda a la funcién x .
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. B Figura 1.21. fix) = (-x)"?.
Combinacién de funciones

Se pueden combinar dos o mas funciones conocidas para formar funciones nuevas, mediante
las operaciones bésicas conocidas, suma, resta, multiplicacién y division. La nueva funcién
resultante tendra como dominio la interseccion de los dominios de las funciones originales,

1) (f+ g)(x) = fix) + g(x) (18)
2) (Fg)(x) = f(x) g(x) (19)
3) (Fg)(x) = f(x)/g(x). (20)

En el caso de la division se excluye ademas a los valores de x que hagan que g(x) sea cero.

Al hacer operaciones con funciones a veces es posible praficar cada funcién
independientemente y hacer la operacion indicada entre algunos puntos notables de las
gréficas por separado. No siempre es facil encontrar la grifica de la combinacion, pero por lo
menos tendremos una idea aproximada del comportamiento general.

Ejemplo:

Graficary =x + I/xen | €x<35. 28928[‘2

Solucion:

La funcion y = x + 1/x se obtiene de sumar las dos funciones conocidas f{x) = x con g(x) = I/x. Si graficamos
cada funcion por separado y tratamos de sumar veremos que: Como la grafica de y = 1/x es decreciente, mientras
que la de y = x es creciente, la grafica combinada tendré regiones de crecimiento y de decrecimiento, por lo que
por fuerza habra un minimo es algan punto. Este resulta ser el punto en que se cruzan las graficas.
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=

fix)=x

Figura 1.22. fix) = x+1/x.
Ejemplo:

La funcion f{x) = x/(x* + 2) se obtiene al dividir y = x entre y = x* + 2.

/
34y J
/g =x"+2
b ot .
SOflx)=x
14
y=x.’(x’+2)
sl - - X
T > T
= 3 " 2
1

Figura 1.23. fix) = x/(x* + 2).
Composicion de funciones :

También se pueden obtener nuevas funciones por composicion. La composicion de funciones
se denota con (f o g)(x) y se define como:

(fo g)(x)=f[gx)] 2n
El dominio de una composicion es aquel para el que g(x) esta definida, y f [g(x)] también lo

estd. Esto no necesariamente coincide con los dominios de f y g. ni con la interseccion de
ambos dominios.
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Ejemplo:

Sean f{x) = 2x -1, g(x) = x*2. Con esto tendremos que:
(fog)x)=2x"2-|

(2o Nx)=(2x— "

El dominio de f son todos los reales. Para g son sélo los reales no negativos. Pero para la composicion (g o f)
deben ser los reales que cumplan 2x — 1 = 0, lo cual no es la interseccion de los dominios de fy g.

Obviamente que también se pueden componer tres 0 mas funciones, simplemente haciendo:
(fogoh)(x) = figlh(x)]}

ete.

Ejemplo:

Sean f{x) = 2x, g(x) = 1/x y h(x) = x’. Entonces:

(fogoh)x)=2/

(gohofx)=1/8x

etc.

Con todo lo aprendido en este capitulo, ya somos capaces de analizar el comportamiento de
varias funciones y determinar sus caracteristicas principales.

Ejemplo:

Graficar la funcion

fix) = 2x’ +8x +6

y encontrar dominio, rango, raices, paridad e intervalos de monotonia.
Solucion:

Esta funcion es un polinomio, por lo cual sabemos que tendra como maximo dos raices (podria tener solo una. o
ninguna). Pero no sabemos dibujarla de primera vista, sino que hay que trabajar un poco con ella:

fix)=2(x* +dx +3) =20’ + dx + 4 -1)

este Ultimo paso nos sirvio para r el . por lo cual podremos escribir la funcion como:

f(x) = 2(x+2)* - 2

que es la funcién y = x* recorrida 2 lugares hacia la izquierda, alargada 2 veces en la direccion del eje y. y
recorrida dos lugares hacia abajo. La grafica va como sigue:

35



Capitulo | Funciones

Figura 1.24. f(x) = 2x% +8x +6.

Sabx que para cualquier poli io su dominio son todos los reales. De la grafica vemos que su rango es -2 <
x < w, Podemos factorizar la funcién como: f{x) = 2(x + 1)(x + 3), por lo cual concluimos que las raices son X = -
3y x=-1. Las raices se obtienen también de la grafica si se tiene suficiente resolucion, pero generalmente serd al
revés: al obtener las raices, sabremos por cuales puntos corta al eje de las x. Al sustituir x por —x vemos que: f(-x)
=2x" - Bx + 6, lo que indica que no hay paridad, como se ve también de la grafica. La funcion es decreciente en -

™ < x <-2,yes creciente en —2 < x <,

Ejemplo:

Graficar la funcion y = | - 2/x. Encontrar dominio, rango, raices, paridad e intervalos de monotonia.

Solucion:

Reconocemos a esta como la funcidn y = 1/x, con las siguientes modificaciones: el 2 nos indica que esta estirada
al doble con respecto al eje y, el signo nos indica que est4 reflejada con respecto al eje x, el | nos indica que esta

11 Figura 1.25. f{ix) = 1 - 2/x.
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De la grafica vemos que el dominio son todos los reales, excepto el 0 (pues en ese valor no esta definida la
expresion). El rango son todos los reales excepto el |, no tiene paridad y es creciente en todo su dominio. Las
raices se halla al igualar a cero y resolver:

1-2/x=0

x=2/1=2

Que coincide con lo que se ve en la gréfica.
Ejercicios 1.4:

Graficar las siguientes funciones:
Dy=-1/x

2)y= X +2x+3
Dy=2+1x+1)

Hy=(x+2)"

S)y=1/(x-3)

6)y=1+2x—x"

Graficar las funciones y hallar dominio y rango:
7 fix) =-x*+3

8) fix)=2x" +x -1

9) fx) = 5v2x

10)fx) =2 — Vax-2

Graficar las siguientes funciones y hallar dominio, rango, raices e intervalos de monotonia.
1Mfix)y=-x+1

12) fix) =6x - 2

13) fx) = (x - 2)°

14) fix) = V2x—1+122

|
15)flx) = 75 - |
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I
16) fx) = T2y

17) Sean las funciones g(x) = Vx+6 y h(x) = x* + 2. Obtener las siguientes funciones y sus

3g(x)+x7+2
respectivos dominios: a) f(x) = (g o h)(x); b) f(x) = W

18) Dadas las funciones f{x) = VX+6 , g(x) = ¥5-x y h(x) =x* - 4. obtener:  (f/g)(x). (ho
N)(x) y (g o h)(x) asi como sus respectivos dominios.

19) Sean f(x) = 3x’ — 2y g(x) = x + |. Determinar: (£ + g)(x), (g — D(x). (F g}(x), (Fg)x).
(fo g)x)y (g o f)(x). con sus respectivos dominios.

Expresar cada una de las siguientes funciones como una composicién de funciones:

20) fix) = (1 + xy’
21) fix) = V1-Vx +1
22) fix) = Jox-J2+xy

23) Sean f(x) = x* -2 yg(x) = ¥x’ +1. Obtener (f o g)(x) y (g o f)(x), con sus respectivos
dominios.

24) Lo mismo para f(x) = A+ +1 y g(x) = 1/x.

Funciones definidas por secciones

Existen funciones que tienen diferentes formulas de definicion en diferentes partes de su
dominio. Estas funciones se utilizan con mas frecuencia de lo que pareceria a primera vista,
como se vera mas adelante. Para definir funciones asi, es necesario dar cuidadosamente los
intervalos de validez de cada seccion. Sin embargo existen muchas funciones que se usan
tanto, que no es necesario definir cada vez los intervalos de validez, sino que se utiliza alguna
notacion especial previamente convenida. Por ejemplo, la funcion f(x) = x| se define como
fi(x) = x para x 2 0. y como f{x) = -x para x < 0. La grafica de esta funcion se ve enseguida:
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Iﬁ—y
ns+4
r ™ 4 : WX
10 a5 00 05 10
Figura 1.26. () = |x|
Ejemplo:
La funcion:
—y?
24l —2<x<0
f(x) 2
x—1 0s<x<l

2x-2  1<£x<52

tiene como dominio de definicion el intervalo [-1,1]. su rango es [0,2], y su gréfica es la siguiente:

Figura 1.27. f(x).
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Ejemplo:
La funcion:

f(x) = [x] se define como la parte entera de x, y se denomina funcién mdximo entero. También se le llamard a
veces funcion “escalera™. Algunos valores de f{x) son:

f1.3)=1
fir)=3
f{-5)=-5

La grafica de esta funcion es la siguiente:

Sy
4 .
44 -— —
]
2 —
—
T T T X
-2 2 4
=k
'
— 24
—
44
Figura 1.28. f(x) = [x].
Ejemplo:

Cuando abordamos un taxi, el taximetro marca al inicio del viaje $ 4.80 (el banderazo), y después va dando saltos
de $ 0.65 por cada 45 segundos de tiempo transcurrido. Dar una expresion para el costo total de un viaje que dure
t segundos.

Solucion:

La forma mas facil de resolverlo es considerando lo que sucede en instantes de tiempo que sean multiplos de 45,
con lo que tendriamos la tabla siguiente:

t C

0 4.80
45 5.45
90 6.10
135 6.75
180 7.40
225 8.05
270 8.70
315 935
360 10

Si hacemos la grafica para estos puntos, obtendriamos algo como lo siguiente:
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0 %0 180 m 360

1(s)
Figura 1.29.

Para completar la grafica, NO debe cometerse el error de tratar de hacer pasar una recta a través de esos punios:
recuérdese que el taximetro va dando saltos. La grafica que describe esta situacion es algo parecido a la funcién
maximo entero, o sea algo como la siguiente:

c®
104 -
———
—
8- —
—_—
—
6 —
— o

———o
4
2
0 T T T 1

0 90 180 270 360

Lis)

Figura 1.30.

Y la ecuaci6n que describe esto sera:
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C =4.80 + 0.65[v45]
Ejemplo:
Dada la funcién:

(x=0"+1 x21

f
-1 —1sxs

encontrar dominio, rango, intervalos de monotonia y dibujar su grafica.
Solucion:
Esta es una funcion definida en dos dife Trabaj con cada una por separado. Para la

primera, tenemos a la funcién y = x'? recorrida un lugar hacia la d:rccha (nos lo dice el -1 dentro de la raiz), y
recorrida un lugar hacia arriba (nos lo dice el +1 luego de la raiz). Esto lo representamos graficamente como:

Figura 1.31.

Para la otra seccion tenemos a la funcion y = [x| recorrida en un lugar hacia abajo (nos lo indica el 1), por lo que
completamos la grafica como sigue:
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1%

Figura 1.32.
Ejercicios 1.5:

Trazar la grafica de las funciones siguientes, y hallar su rango:

x1+l —4<x<-l

1 () Ix-3  -l<x<l

—=2 1£x£5
X
x’-4 -5<x<-2
n fx)] L exsl
=

1-2x  l<x=<3

x —4<xs2-2
3) f(x)q2-x -2<x <2
1-2x 2<x<4

4) Dada la funcion:

fm{:;-x* 3<x<l
3x

1<x<2
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a) bosquejar la grafica de la funcion y determinar dominio, rango y raices.
b) Obtener los intervalos donde g(t) > 0 y donde g(t) < 0.
¢) A partir de la grafica de g, bosquejar la grafica de f{1) = 2g(t + 2) - 3.

Obtener dominio, rango, raices, paridad, intervalos de monotonia y realizar un esbozo grafico.

|2x| x<0
5) f)=1x"+1  0<x<2
-1 x>2

F6) 3% +1 x<0
0) Tihe = |x—8| x>0
3x-2| x<3
f(x)=
TIEYLL, .o
x-=5
x—-4 -4<x<-2
8) 0] ——  2exs
x-3
4-x  l<x<3

Obtener (f+ g)(x), (f— g)(x) (f - gi(x) y (f/g)(x), para las funciones:

X'+l x<0
9) f(x)=9x-8 0<x<2
5 x>2
|
e x<0
x-1
gx)=4-1 0<x<2
|
- x>2
X
0 x<0

]0)1'(x)=x 0<x<4
1-x  x>4
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— X+3 x <0
iy xz2

x-4 -5<x<-=2

1) f(x) '—1 -2<x<l1
X

x’-2 l1<x<3

x-1 3<x<-|
1

8(x) 3 lexsl

x-2 l<x<3

12) Dada la funcién:

x+4 -5<x<-2
f(x)44-x* 2<x<2
1 2<x<4

a) Obtener la grafica, el rango y las raices de f.

b) A partir de la grafica de f(x) hacer un bosquejo de la grafica de la funcion:
g(x)=2f(x - 1)-3.

Graficar las funciones siguientes:

13) fix) = |x - 3| +2

14) fix) =3|x - 2| - 1

15) f(x) = |x — 1/2

16) fix) =|-x + 3|

17) fix)=1+2[3x + 6|

18) f) =[x + 1]

19) f(x) = [3x]

20) f{x) =-1+3[-x +2]

21) Trazar la grafica de una funcién tal que, para cualquier nimero en el intervalo [-2.0] sea

igual al doble de ese nimero; para cada nimero en (0,1] sea igual a la tercera parte de ese
namero; para cada niimero en (1.5] sea igual al reciproco de ese numero; para cada nimero en
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(5,10] sea igual al negativo de ese niimero, y para cada nimero en (10,20) sea igual a 23.
Determinar el dominio y el rango de la funcion.

Problemas de aplicaciéon

Lo aprendido las secciones anteriores se aplica continuamente a la solucion de problemas,
pues en ellos se nos dice unicamente con palabras las condiciones que se requiere satisfacer,
mientras que lo que se requiere para tener una caracterizacion objetiva es alguna relacion
escrita en forma matematica. Por ejemplo, cuando nos dicen que una cantidad que depende de
otra debe estar en cierto intervalo, debemos interpretarlo como en una desigualdad: o cuando
se nos requiere encontrar una cantidad sabiendo otras relacionadas, lo que se esta haciendo es
definir una funcién sélo con palabras, por lo que debemos ser capaces de traducirla a términos
matematicos.

Cuando tengamos una funcion definida sélo con palabras, sera fundamental poder pasar a la
forma algebraica y/o visual para poder resolver el problema. En general para plantear
correctamente un problema es necesario comprender correctamente qué es lo que buscamos,
qué es lo que conocemos, ademas de las relaciones que existan entre las variables
involucradas. Para ello frecuentemente es necesario tener a la mano formulas geométricas, de
fisica, etc.

Ejemplo:

Se desea construir una caja con tapa y base cuadradas de lado x. Se quiere que la longitud x sea al menos de 0.20
m y su altura sea igual al doble de la longitud del lado de la base. Determinar el intervalo de variacion de x para
que la superficie total de la caja no exceda de 2.5 m’.

Solucion:

Como se requiere que la longitud sea de al menos 0.20 m. la primera restriccion es que:

x2020

Para la altura h se requiere que:

h=2x

La primera contribucion a la superficie total sera la suma de las areas de la base v la tapa, que son dos cuadrados
de drea x” cada uno, o sea que éstas contribuyen con un area parcial A, dada por:

Aj=2x

mientras que la contribucién de los cuatro lados de la caja son cuatro rectangulos de area xh cada uno, por lo que
su contribucion A; es:

Ar=4xh=8x
por lo tanto, ¢l drea total A sera:
A=10x

y ésta tiene que ser menor que 2.5 m”. Esto implica que:
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T(°F) )
200 =
1504 R
100

~ 4

50+ o

- T(°C)

T T T —5
0 20 a0 60 80 100

Figura 1.33. conversion de temperaturas.

Ejemplo:

Exprese el volumen V de una esfera en funcion de su 4rea A.

Solucion:

El 4rea de una esfera es:

A=d4nrp,

El volumen es:

V=(@mr.

Como queremos el volumen en funcién del rea, despejamos r de la formula del area:

r=(A/dn)"?

y sustituimos en la férmula para el volumen:

V = (4/3)m (A/dn)"? = (1/6)(A'm)'".

Ejemplo:

Un campo petrolero que tiene 20 pozos ha estado produciendo 4000 barriles diarios de petroleo. Por cada nuevo
pozo que se perfora, la produccion diaria de cada pozo disminuye en 5 barriles. Escribir la produccion diaria p
del campo petrolero en funcién del nimero x de pozos nuevos que se perforen. Construir una grafica de p(x) y
usarla para encontrar el valor de x que maximiza a p.

Solucion:

Podemos hacer una tabla que nos diga lo que va pasando conforme se agregan pozos nuevos. Sea N el numero

total de pozos, x el numero de nuevos pozos, b el nimero de barriles que produce cada pozo y p(x) el nimero
total de barriles que se producen:
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10x7 <25,
Resolviendo esta desigualdad se tiene que:

x'<0.25

|x| < 0.5

05<x<0.5.

Recordando la restriccion inicial, finalmente tenemos que:

0.2<x<05.

Ejemplo:

La relacion entre las escalas de temperaturas de Celsius y la de Fahrenheit es lineal. Si se sabe que 0° C

corresponde a 32° F, y que 100° C corresponde a 212° F, rep en forma algebraica y visual la temperatura
en grados Fahrenheit como funcion de la temperatura en grados Celsius.

Solucion:

Como la relacion entre ambas escalas es lineal, buscamos la formula de transicion entre ellas como la ecuacion
de una recta:

(y - ¥o) = m{x-xg).

En este caso y sera la temperatura en grados Fahrenheit y x sera la temperatura en grados Celcius. La ecuacion
queda entonces como:

(T(°F) = 32) = m (T(°C) - 0).

i

donde mes la p que se puede por medio de:
m = (212°F - 32°F)/(100°C - 0°C) = 180°F/100°C = 9°F/5°C
Entonces:

T(°F) = (9°F/5°C)T(°C) +32°F

v la grafica es la siguiente.
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N X b p(x)

20 0 200 4000
21 1 195 4095
22 2 190 4180

En esta tabla se ve que la produccion total p(x) es el producto de N por b. Pero N es simplemente 20 + x. Por otra
parte, b es 200 - 5x, de manera que se obtiene para p(x):

P(x) = (20 + x)(200 - 5x) = -5x" + 100x + 4000,

Para la grafica I el poli io de la sigui manera:

Primero sacamos el -5 como factor coman:

p(x) = -5(x” - 20x - 800)

Ahora completamos un cuadrado dentro del paréntesis:

p(x) = -5(x” - 20x + 100 - 900) = -5(x” - 20x + 100) + 4500 = -5(x - 10)" + 4500

De este modo, sabemos que la grafica es la de una parabola recorrida |0 unidades a la derecha, estirada 5 veces,
invertida y subida 4500 unidades. La gréfica pues, es la siguiente:

5000 -

2000

1000 -

p(x) (produccién total de barriles)

0 T T T T 1
x (nimero de pozos nuevos) \

Figura 1.34. Relacion entre produccion y numero de pozos nuevos perforados.

Y de la grafica se ve que la produccion maxima es de 4500 pozos, lo cual se alcanza cuando se perforan 10
nuevos pozos.

2892842
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Ejerclcws 1.6:

1) La formula para la expansion de una varilla metdlica sujeta a cambios pequefios de
temperatura es:

=ty =aly(T - Ty),

en donde  es la longitud del objeto a la temperatura T, £, es la longitud inicial del objeto a la
temperatura inicial To, y a es una constante que depende del tipo de metal. a) Expresar ¢ como
funcién lineal de T. Encontrar la pendiente y la interseccion con el eje y. b) Supongase que se
tiene una varilla con longitud inicial de 100 cm a 20°C fabricada con un metal con a = 107
cm/°C. ;Qué longitud tendra a los 90°C? c) ;Cual es la temperatura maxima que puede tener
para no deformarse mas de 0.01%?

2) Una fébrica tiene capacidad para producir de 0 a 100 refrigeradores diarios. Los gastos fijos
de la planta son de $20000, el material y mano de obra para producir un refrigerador es de
$1500. Escribir una férmula para el costo total C de producir x refrigeradores al dia.

3) Una caja rectangular tiene 120 cm® de volumen y una base cuadrada de longitud x en su
arista. Expresar el drea A de la caja como funcién de x. Si x estd entre 10 y 15 cm, ;qué
valores puede tomar el 4rea de la base?

4) Un rectangulo tiene 100 cm’ de area. Expresar su perimetro P como funcion de la longitud
x de su base. Si x esta entre 8y 12 cm, jqué valores puede tomar el perimetro?

5) Un rectangulo cuyo perimetro fijo es 36 gira en torno a uno de sus lados x para generar un
cilindro circular recto. Expresar el volumen V de este cilindro en funcion de la longitud x del
lado sobre el que giro.

6) Un aeroplano utiliza una cantidad fija de combustible para despegar, una cantidad fija
(diferente) para aterrizar, y una cantidad fija (diferente) por milla cuando esta en el aire.
{Como depende la cantidad total de combustible requerido, de la longitud del viaje? Escribir
una formula para la funcién involucrada. Explicar el significado de las constantes que
aparecen en la formula.

7) Una agencia de renta de automoviles cobra $260 diarios por el alquiler de un automovil,
mas $4.50 por km recorrido. a) Escribir una formula para el costo total de la renta por dia. b)
Si se renta un carro por un dia, ;Cuéntos km se podrian recorrer por $ 20007

8) Un avién que vuela a una altitud de 6 millas y con una velocidad (constante) de 650 mi/h
pasa por una estacion de radar en el instante t = 0. a) Expresar la distancia horizontal d
recorrida por el avion (en millas) como funcién de t, para t 2 0. b) Expresar la distancia s entre
el avion y la estacion de radar, como funcién de d. c) Expresar la distancia s ahora como
funcion de t.

9) Un recipiente para aimax.enamlento en forma de prisma rectangular con la parte superior
abierta. tiene un volumen de 10 m’. La longitud de su base es el doble de su ancho. El material
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para la base cuesta $12 el metro cuadrado y el material para los lados cuesta $16 el metro
cuadrado. Expresar el costo del material como funcién del ancho de la base.

10) De acuerdola_la ley de Boyle, la presion p (en libras por pulgada cuadrada) y el volumen v
(en pulgadas cibicas) de cierto gas satisfacen la condicién pv = 800. ¢Cual es el rango de
valores posibles de la presion, dado que 100 < v < 2007

11) Una ventana tiene la forma de un rectangulo coronado por un tridngulo equilatero. Si el
perimetro de la ventana es de 10 m, expresar el area A de la ventana en funcion de su ancho x.

12) Una ventana tiene la forma de un rectangulo coronado por un semicirculo. Si el perimetro
de la ventana es de 8 m, expresar el drea A(x) de la ventana en funcién de su ancho x.

13) En un triangulo rectangulo de base b = 10 y altura h = 6, esta inscrito un rectangulo.
E?cpresar el area de dicho rectangulo A como funcién de su base x. (Sugerencia. ubicar al
triangulo en un sistema de coordenadas, con los catetos en los ejes)

14) Un tractor cuesta $ 120 000 y cada afio se devalua 8% de su precio original. Encuentre una
formula para el valor V del tractor después de t afios.

15) En cierto lugar se cobra impuesto sobre la renta del modo siguiente: Si se gana hasta
$6000 no se paga impuesto. De mas de $6000 a $13000 se paga el 10%. Mas de $13000 se
paga el 15%. Representar esta funcion en forma grafica, teniendo como abscisa la cantidad
ganada y como ordenada la cantidad pagada.

16) Se arroja una pelota directamente hacia arriba con una velocidad inicial de 96fi/s. por lo
que su altura t segundos después es y = 96 t — 16 t* fi. a) Determinar la maxima altura que
alcanza la pelota construyendo una grafica de y como funcién de t. b) Encontrar el intervalo
de tiempo durante el cual la pelota estd a mas de 48 pies del suelo.

17) El aire seco al moverse hacia arriba se expande y se enfria a razon de aproximadamente
1°C por cada 100m de elevacion, hasta cerca de 12 km. a) Si la temperatura del suelo es de
25°C, escriba una formula para la temperatura a una altura h. b) ;Qué rango de temperaturas
debe esperarse si un avion despega y alcanza una altura maxima de 5 km?

Modelos matematicos

Un modelo matematico es una descripcion por medio de una funcion o ecuacion de un
fenémeno del mundo real. En la fisica e ingenieria constantemente surge la necesidad de
modelar un fenémeno para comprender y de ser posible, hacer predicciones acerca de su
comportamiento futuro.

Para crear un modelo hace falta identificar las variables de las cuales depende el fenomeno y
hacer algunas suposiciones respecto a la dependencia de unas con otras. Frecuentemente es
necesario introducir simplificaciones, ya que el fenémeno puede depender de tantas variables
que el estudio se vuelva extremadamente dificil.
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En la realizacion de modelos se necesitan datos, los cuales se consiguen a través de
experimentacion (o encuestas u otras formas de investigacion, dependiendo del fenémeno
especifico), asi como herramientas matemdticas como las que se estudian en este libro. Por
ejemplo, frecuentemente al hacer una grafica con ciertos datos obtenemos una curva que nos
sugiere una forma funcional especifica. Si esto es asi, es posible hallar una ecuacion que
vincule a las variables.

Para ver si el modelo es acertado, después de encontrar una forma funcional adecuada, es
necesario hacer calculos para valores intermedios entre los datos disponibles y ver si se
obtienen resultados congruentes. A esto se le llama interpolacion. También se hacen
predicciones para rangos de valores fuera de los datos disponibles, para hacer predicciones en
aquellos rangos. A esto se le llama extrapolacion. La precision de lo obtenido en interpolacion
y extrapolacion nos da idea de qué tan bueno es nuestro modelo y nos permite mejorarlo y
ampliarlo a diferentes condiciones, dependiendo de los datos disponibles y de las condiciones
en que se desarrollen las mediciones. Frecuentemente para ajustar un modelo a un
experimento, es necesario hacer algun cambio de variable que nos dé una recta, la cual sera
mas facil de ajustar que algun polinomio; a esto se le llama /inealizacién.

Ejemplo:

En un experimento se observa que un balin que cae lib recorre las sigui di ias (en imetros)
para los intervalos de tiempo (en segundos) dados.

d 0 5 20 44 78 122
t ] 0.1 02 03 0.4 0.5

En base a los datos anteriores. buscar un modelo para este fenémeno.
Solucion:

Si graficamos los datos disponibles tendremos la siguiente figura:

140 -

120 »
100 4
80+ 4
o0 | /
-
0
204 -
-

0 -

T T T T T T

1
00 Y] 01 01 04 0s 0s

Figura 1.35. Curva que describen los datos.
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qQue se asemeja a una parabola. Para determinar si es acertada esta conjetura, se puede calcular un renglon aparte

con los cuadrados de los tiempos (redondeando a una cifra decimal, como estan dados los datos originales) como
se ve enseguida:

d 0 5 20 44 78 122
b 0 0.1 02 03 04 0.5
z=t 0 0.01 0.04 009 016 025

Si hacemos ahora una grafica de d vs z, vemos que es factible ajustar una linea recta.

140 =

1204 -

100+

80 /

40 e

T T T T T T 1
0.00 005 010 015 0.20 025 030

Figura 1.36. Linealizacion de la grafica anterior.

La ecuacién para esta recta la obtenemos al tomar por ejemplo los puntos (0.01.5) y (0.25,122). De estos puntos
obtenemos la ecuacion:

d=487.52+ 0.125.

Puesto que z = t, la ecuacion que relaciona a d con 1 es:

d =487.5¢ +0.125.

Ejercicios 1.7:

1) Para el siguiente conjunto de datos. p es el peso (en gramos) d_e una masa que se cuelga a
un resorte, mientras que x es la longitud (en centimetros) que se mide del resorte en cada caso.

Encontrar el modelo que mejor represente este conjunto.

p 0 10 20 30 40 50
X 5 7 9 1nm 1315
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2) En este caso X es la-I)ﬁgitud (en centimetros) de un cuadrado de vidrio y p es su precio (en
pesos). Hallar el modelo para p como funcién de x.

X 10 20 30 40 50
p 4 16 36 64 100

3) Aqui x es la longitud (en centimetros) de un alambre de nicromel e i es la corriente (en
amperes) que pasa a través de él.

X i

20 0.032
30 0.022
40 0.016
50 0.013
60 0.011
70 0.010

Sugerencia: Hacer el cambio de variable z = 1/x y graficar i vs, z.

4) En este problema, i es la intensidad (en limenes) de luz recibida desde un punto a la
distancia d (en metros).

d i

1.2 1

1 1.4
08 22
0.7 28
06 39
0.5 54

Sugerencia: Hacer el cambio de variable z = 1/d” y graficar i vs. z.

5) Para este caso, d es la distancia (en unidades astronomicas) de un planeta al Sol y t es el
tiempo (en afios) que tarda en dar una vuelta alrededor de él.

Planeta d t
Mercurio 0.387 0.241
Venus 0.723 0.615
Tierra 1 1

Marte 1.523 1.881
Jupiter 5.203 11.861
Saturno 9.541 29.457
Urano 19.190 84.008
Neptuno 30.086 164784
Plutén 39.507 248.350

Sugerencia: Hacer los cambios de variables u = d y v =, y grafique u vs. v. El resultado de
este modelo es la tercera ley de Kepler.
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Capitulo 2
Limites
Algunos procesos en el andlisis de funciones nos llevan a la definicion del limite.

Estud_laren:ms el concepto de limite al tratar con la tangente a una curva y en el concepto de
velocidad instanténea.

Tangentes

Para una circupferencia es muy fécil decir que una tangente es una recta que la toca en sélo un
punto. Cualquler_' otra recta que la toque en dos puntos se le llama secante. También es muy
fécil dar la pendiente de la recta tangente, sabiendo que siempre es perpendicular al radio que

pase por el punto de tangencia.
Pero si tratamos de definir una tangente a otra clase de curva, nos encontramos con

dificultades, pues una recta que sélo la corte en un punto puede no ser tangente sino secante.
mientras que una tangente podria tocarla en mas de un punto. Esto se ilustra en la siguiente

figura.

/ Figura 2.1. Curva con tangente que la corta.

Y por supuesto que al tratar de determinar la pendiente de la recta tangente, no tenemos un
método facil. puesto que esto dependera de cada curva en particular.

Como una forma de aproximar la recta tangente a una curva en un punto. tomemos una
secante a la curva en cuestion, y démosle al otro punto coordenadas cada vez mas proximas a

las del punto de tangencia. Conforme ambos puntos se acercan, vemos que el valor de la
pendiente que calculamos se acerca a un cierto numero. A este nimero es al que llamamos

limite de este proceso.
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Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x en el punto P(1,1).

Solucion:

Para resolver este problema necesil hallar la pendi de la recta tangente, por lo que es necesario tomar
otro punto muy cercano a P, al que llamaremos Q. La pendiente de la secante que pasa por los puntos P y Q es:

Mmpg = (%7~ 1)(x-1).

Donde Q puede estar antes o después de P. Por ejemplo, para x = 0.5 tendremos:
m=[(0.5 - 1/[0.5-1]=1.75

mientras que para x = 1.5 tendremos que:

m=[(1L.5 - 1J[1.5-1]=475

A continuacion una breve tabla de valores cercanos a | y las pendientes que resultan de ellos:

X m X m
11 331 09 27

1.01 3.0301 0.99 2.9701
1.001 3.003001 0.999 2.997001
1.0001 3.0003 0.9999 2.9997

De ver esta tabla, se puede concluir que el valor mas apropiado debe ser 3. En efecto es asi, y la pendiente de la
recta se toma como m = 3, con lo que la ecuacion sera:

(y D=3(x-1)
y=3x--2

Al numero 3 obtenido es al que llamamos limite.

Velocidades

En general. la velocidad de un movil no es constante, solo en casos excepcionales. Por esta
razon se define la velocidad instantanea, es decir, la velocidad para cada momento. Para esto
sc calcula la velocidad promedio del instante en cuestion con otro instante cercano. De manera
similar a como se hace para hallar la pendiente de la recta tangente a una curva, la velocidad
instantinea serd la velocidad que nos resulte del limite de promediar para instantes cada vez
mas cercanos.

Ejemplo

Galileo Galilei descubria que si sc deja caer un objeto desde cierta altura, la distancia d (en metros) que recorre a
partir de ese punto esta dada por:

dy =491
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donde t ¢s el tiempo (en segundos) transcurrido desde el momento que se dejé caer el objeto. La velocidad con
que se mueve el objeto aumenta continuamente, por lo cual para cada instante de tiempo hay una velocidad
diferente. a la que llamaremos velocidad instantanea.

Para calcular la velocidad instantanea en un instante dado t,, tomamos la férmula para la velocidad promedio:

v=9-d
-t

y tomaremos valores de t cada vez mas cercanos a t,. Esto nos da:

v=d-d(t,) .
=1,

Suponiendo que L, = 5s, tendremos una tabla como la siguiente:

t v t v

55 51.45 45 46.55
5.0 49.49 49 48.51
5.01 49.049 4.99 48.951
5.001 49.0049 4.999 48.9951
5.0001 49.00049 4.9999 48.99951

De la 1abla anterior, se ve que el mejor valor para la velocidad instantanea en el instante t = 5 debe ser v(1 = 5 5) =
49 m/s.

Definicion del limite

Decimos que la funcion f(x) tiene como limite a L cuando x tiende a a si podemos hallar un
nimero muy pequefio £ > 0 para el cual existe otro nimero muy pequefio & > 0 que cumpla lo
siguiente:

Ii_lgf[x):l, (4)]
si
fix)-L|<e (2)

siempre y cuando

0<x—a|<é. (3)
Ejemplo:

Demostrar que :

lim (4x-5)=7

Solucion:
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De la anterior definicion tenemos que:

(4x -5) -7 <e siempre y cuando 0 < |x - 3| <.
La primera desigualdad nos da:

-E<4x-5-T<g

-e<dx-12<g

e <x-3<eMd

que al sustituir en la segunda escrita en la forma:
-8<x-3<§

nos da:

-8 -e/d<x-3<eMd =4

e Aaci 1dad,

O sea que si nos dan cualquier €, siempre habra un & igual a e/4 que satisfaga ambas 2 lo cual
prueba que en efecto 7 es el limite buscado.

Ejemplo:
Hallar un numero & tal que:

2

(x" - 6x +6)-6/<0.2 siempre y cuando |x - 6 < 8.
Solucion:

Aqui f(x) = X"~ 6x + 6 = (x - 3)* - 3. Poniendo esto en la definicion de limite, tenemos que: L = 0.2, fix) = x* -
6x + 6,602, ya~ 6.0 sea que lo que vamos a hacer es probar que :

lim X' —6x+6 -6

dentro de la precision dada por £ = 0.2. La primera desigualdad da:

0.2 (X~ 6x 1 6) 602

6-02<x"-6x+6<6+0.2

58<f(x)<6.2

Para hallar los valores de x entre los cuales se cumple la anterior desigualdad, resolvemos las ecuaciones:
S8-x"-6x+6 ¥ 62-x"-6x+6

lo cual nos da:

X = 5966~ a - 0.034 y X2 =6.033 =a + 0,033

Estoes. &, = 0.034 y &, - 0.033. Para el 5 final tomamos el menor, o sea & = 0.033 y decimos que se cumple que:

[(x* - 6x +6) - 6/ < 0.2 siempre y cuando [x — 6] < 0.033.
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Limites laterales

Lo dicho anteriormente sobre los limites vale cuando nos acercamos hacia a desde valores
positivos igualmente que cuando nos acercamos desde valores mayores que a. Cuando nos
acercamos a un punto (a,f(a)) tomando sélo valores menores que a, podemos hablar del limite
lateral izquierdo de f(x):

lim fix)=L (4)
x—+a
Donde ¢l — nos indica que estamos acercandonos desde la izquierda. Si nos acercamos solo

desde valores mayores, tendremos el limite derecho de la funcién:

lim f(x)=L (5)

Igual que antes, el signo mas nos indica que nos acercamos desde la derecha.

Si al calcular los limites laterales éstos coinciden, el limite existe. De lo contrario, el limite no
existe. En las funciones definidas por secciones es frecuente que existan los limites laterales.
pero no sean iguales.

Ejemplo:

lim (x-=1)=0
vl

lim (x-1=0

Como los limites coinciden, decimos que:

lim (x-1)=0
Ejemplo:

1-x x<0
fi =
o) X' x20

Hallar |im )y lim f(x).

Solucion:
Por la izquierda vemos que:

lim fx)= fim (1-%)=1

mientras que por la derecha:
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B e
lim fX)= fim x' =0
Como los limites laterales no coinciden, no existe el limite de f{x) cuando x tiende a 0.

Reglas para calcular limites
Los limites cumplen ciertas reglas. que seran muy utiles para calcular nuevos limites.

Si existen los limites lim fix) y lim f(x) entonces:

1 lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) £ lim g(x) (6)
2 I."I.' le fix)] =¢ !lrr: f(x) (7
3 lim [f(x) g(x)] = lim f(x) lim g(x) (8)
4 lim [f(x)/g(x)) = lim f(x)/ lim g(x) {siempre que lim g(x) # 0} 9
5 lim [fx)]" = [lim f(x)]" (10)
6 lim1=1 (an
7 llm Xx=a (12)
8 limx" = a" (13)
9 lim Yx=tha (14)

10 Iin: Yix)x = o/lim f(x) (15)

Estas reglas nos muestran que en los polinomios se pueden hallar los limites por sustitucion
directa. esto es:

lim f(x) = f(a) (16)

Esto mismo vale para las funciones racionales que no tengan alguna singularidad (cuando el
denominador vale cero) o indeterminacién (cuando hay cero en el numerador y denominador
sinmultaneamente). Para las funciones racionales que al sustituir directamente obtengamos
una indeterminacion de la forma 0/0, debemos hacer un poco de dlgebra que nos permita
climinar esa indeterminacion.
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Ejemplo:
3 _
Calcular lim*—2
2 x-2
Solucion:

Como aqui al sustituir encontramos una indeterminacion del tipo 0/0, hacemos un truco muy usual: factorizamos
el numerador (observemos que éste es una diferencia de cuadrados), con lo cual:

lim (x+2)(x-2)
on Xx—2

Cancelando el factor comun tanto en el numerador como en el denominador, obtenemos:
Iin} (x+2)=4

Ejemplo:

Calcular:

. h’-8
m—
hazh?
Solucion:

Aqui tenemos que hacer una doble factorizacion, pues en el numerador se tiene una diferencia de cubos mientras
que en el denc dor hay una dif ia de cuadrados. Con las férmulas para cada caso se obtiene:

- h'-8 _ . (h-2)(h’ +2h+4)
7 = lim———————
h2h’ =4 ws2 (h-2)h+2)

cancelando factores comunes y sustituyendo:

h*+2h+d _4
Pl L
b2 h42

Ejemplo:
Calcular el limite:

Jim Yx =8
‘I-Ta{r_q

Solucion:

Para limites de esta clase, es conveniente convertirlo en racional, para lo cual huscamos un comun dl\jISQT de
ambas raices, que en este caso resulta ser x"*, por lo cual es recomendable hacer y = x™, con lo cual el limite se
convierte en:
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Iim-—ﬂ

y -
\--zy’..4

Esto ya se puede resolver como en el ejemplo anterior, con una doble factorizacion.

3 gl
Iimy, -8 _ lim‘y 2Ky’ +2y+4) _ i Y +2y+4 i
vy -4 v (y=2Xy+2) YR y+2

Ejercicios 2.1:

Calcular los siguientes limites:

i T Ll
Xt —12x+20

u'+4u’ +4u
4) lim —m8——
w2 (u+2)(u-3)

h) -x'
5)|im£§”_‘
h»0 h

6) “mm
v-

y»?

7) lim x°+3x-10
a5 x 45

B it
el = 5% 44

=8 2
9) “ml 131+_
[ e

v =314+2

10) lim—
=gl
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no guicre decir que el limite si exista y sea + o. Reiteramos que w sélo es un simbolo para
decir que la cantidad puede aumentar indefinidamente.

Ejemplo:

|im__2_i_ =3
i t _6x+9
Es posible definir limites infinitos izquierdos y derechos:

lim f(x) = +o0

lim =+

x—sa'

Ejemplo:

Sea f(x) = I
x-5

Si nos acercamos a x = 5 desde valores menores que 5, obtenemos valores negativos arbitrariamente grandes en
valor absoluto, por lo cual:

lim f{x)=-wo

P

mientras que si nos acercamos desde valores mayores que 5, obtenemos valores positivos arbitrariamente
grandes, por lo cual:

lim f(x) =

a8

A veces sucede que al hacer x tan grande como se desee (en valor absoluto), la funcién tiende
a un limite. En estos casos se escribe:

xljoTw fix)=L (18)

donde se entiende que si los valores de x se vuelven arbitrariamente grandes en sentido
positivo, se dice que x —» oo, mientras que si toma valores negativos arbitrariamente grandes
en valor absoluto, se dice que x —> - %. Por tiltimo, tenemos muchos casos en que al aumentar
(o disminuir) indefinidamente el valor de x, el valor de la funcion aumenta o disminuye
indefinidamente. Esto se representa con:

lim f(x) =+ (19)

Para evaluar estos limites, es muy 0til usar las reglas siguientes:
(20€)

limx"=%wo {n positivo}

x—atm

63



Capitulo 2 Limites

1) lim—io2
21x"—6x+8

2
12) |imw
ST X3

13) |;m__"_+L
=-3x? 4 dx+3

. xhax=2
W) B
2
15)]imL+.3‘__2

i —
!7
I6)1imx Tx+10

s+ x=2

y_

17 it

(] 1,1
wHsg?

18) lim
)i—rx x'-at

Yx -1
19) lim
x—l {,r;_l

20) lim Y8

-—.MJX_

Limites que involucran infinitos

Para algunas funciones hemos visto que no hay un limite, sino que el valor de la funcion
aumenta su valor absoluto indefinidamente conforme x tiende hacia a. Esto se simplifica
como:

Iig’\ fix)=+o (17

donde el signo + se toma si la funcién toma valores positivos arbitrariamente grandes y el
signo — si la funcién toma valores negativos arbitrariamente grandes en valor absoluto. Esto
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El signo se selecciona de acuerdo a los siguientes criterios: si n es par se usa el signo mas: si n
es impar pero x crece, el signo también es mas. Pero si n es impar y x decrece. el signo es
menos.

lim x" =0 {n positivo} n

x—ptm
Ejemplo:

2
.k +2x+]
Hallar lim ————.
i x‘+1
Solucion:

Para evalua{ este limite, dividimos el numerador y el denominador entre la mayor potencia del denominador. en
este caso, X'

14+2/x+1/x2
w1+l x?

con lo cual de inmediato vemos que el limite vale 1, pues los demads términos se hacen cero.
Ejemplo:
Hallar lim x}i
v x+3
Solucion:
Dividiendo entre x numerador y denominador:

+1
im——— =,
e l43/x

Ejercicios 2.2:

Calcular los siguientes limites:

4
b} 1im2—l+—2
e XX

4x —2x7 +1
2) lim .
)Hm x'-5
3y lim =]
vee x
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2
4 X 21
=e 2x+5

2
5) lim 3x :2x—l

X b

3 2
6) lim4x —I2x +X
e Iyt 4 2x

3 I
7 lim 3x ‘+5x 7
e [0xT ~11x+5

10) lim i
Z

x=0" 2%

2 -
1 lim X_¥3-10
e A ]

(2x-3)(3x+5)(4x-6)
I +x-1

12) lim

13) Iirr:2
x=0" X

14) lim

X
=0 % 4+10

2

15) lim —=—
= x-3
T s

it x? 2% -3

17) lim

=2 X+
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18) fim—> =1
=0 2x7 —Tx +5

19) lim—>X=1
=1 2% —Tx+5

20) Ilm——!—
e 2x? —Tx+5

Continuidad de las funciones
Se dice que una funcion es continua en x = a si:

I‘i_l‘r: f(x) = f(a) (22)

Si una funcién no es continua en x = a, se dice que tiene una discontinuidad alli.
Una funcién es continua desde la izquierda si:

‘ILIEI fix) = f(a) (23)

y desde la derecha si:
lim f(x) = f(a) (24)

Una funcién es continua sobre un intervalo si es continua en todo nimero en el intervalo. Para
los puntos extremos solo hay continuidad por la izquierda o por la derecha. Cuando en una
funcién definida por secciones existen los limites laterales pero no coinciden. se dice que tiene
una discontinuidad de salto. En funciones en las que existe el limite en a, pero f(a) no esta
definida, se puede redefinir la funcion en a como f(a) para volverla continua. En tales
ocasiones decimos que hay una discontinuidad removible en a. Si hay una discontinuidad en a
y no existe el limite de la funcién en a, hablamos de una discontinuidad esencial.

Gréficamente la continuidad de una funcion se ve si podemos dibujar la curva de un solo
trazo, o sea, sin necesidad de despegar el lapiz (pluma, gis, etc). En funciones definidas por
secciones, puede haber o no continuidad dependiendo de si existen y coinciden los limites
laterales para cada seccion de la funcion.

Ejemplo:

La funcion f{x) = 1/x" tiene una discontinuidad esencial en x = 0, puesto que no existe el limite de la funcion
cuando x tiende a cero.

Ejemplo:
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La funcién:

-x x<0
f(x)=
L {I+x xz0

tiene una discontinuidad de salto en x = 0, pues los limites laterales no coinciden (el limite izquierdo vale cero y
el derecho vale uno).

Ejemplo:

2
xt=9: L ' 2 . . .
3 tiene una discontinuidad removible en x = 3, pues los limites laterales coinciden (valen ambos

La funcion
X
seis), pero la funcioén no estd definida en x = 3. Pero si redefinimos la funcién como:

x'-9
fx)={ x-3
6 x=3

x=3

la funcidn sera continua en x = 3,

Si f(x) y g(x) son continuas en x = a, también lo son:

1 (f+g)(x) (25)
2cfix) (26)
3 (fgl(x) 27)
4 (fig)(x) {siempre y cuando g(x) # 0) (28)

De aqui se deduce que:

a) los polinomios son continuos en todos los reales.

b) Las funciones racionales son continuas en todo su dominio.
c) Las funciones irracionales son continuas en todo su dominio.

Para las funciones compuestas se cumple que si f(x) es continuaen b y:

lim g(x) = b, (29)
entonces:
lim flg(x)] = f(b) (30)
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(0] sea que si g(x) es continua en a y f(x) es continua en g(a), entonces (f o g)x) = f[g(x)] es
conu_r'lua en a. Esto indica que una funcién continua de otra funcién continua es también
funcion continua.

Ejemplo:

Sea la funcion definida por:

ax+b x<3
f(x)={4-x" -3ex<l|
ax+h xzl

Hallar los valores de las constantes a. by ¢ que hacen que f(x) sea continua en su dominio.

Solucion:

Para resolver este problema debemos saber ¢l valor de los limites de la seccion que si esta bien definida, en los
extremos del intervalo. Esto nos dird cuales son los valores de los limites que debe asumir la funcion en las
secciones restantes al acercarse a los mismos valores que limitan dicho intervalo:

Six—=-3,(4-%x) > -58ix—> |, (4-x >3 Esto implica que:

lim] ax+b=-5 y limax+b=3

o a=

Esto permite establecer las ecuaciones siguientes sustituyendo el limite por el valor de la funcion (puesto que la
funcion en cuestién es un polinomio):

5=a(-3)+b y 3=a(l)+b.

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos que:

a=2yb=1.

Teorema del valor intermedio

Si f es continua en el intervalo [a,b] y N es un nimero entre f(a) y f(b). entonces existe un
namero ¢ entre a y b tal que fc) = N. Esto es facil de ver graficamente en la figura de la

pégina siguiente.

El teorema establece que existe un nimero, pero no condiciona a que sea tnico. Puede haber
dos o mas numeros que cumplan la condicion. Pero si no hay ninguno, es porque no se
cumplicron las condiciones del teorema, por ejemplo, puede ser que la funcion no sea
continua, o que el intervalo no sea cerrado.

Esto tiene gran utilidad para hallar raices de ecuaciones. En tal caso N = 0. por In_ que f(a) <0
y f(b) > 0. Para hallar raices, debemos hacer que a y b estén lo mas ccrca posible, pero no
dejen de cumplir la condicion de que f(a) es negativo y f(b) es positivo.
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iib)
) /
/. S /
) \\. /s
N=f¢) ~_
] /
/
/
/
fla) ’
."; -~ T v > 1 x
[ Figura 2.2.Teorema del valor intermedio.
Ejemplo:

Sea f(x) = x" —dx + 2. Aproximar una raiz en el intervalo [1,2] con un error menor que 1/4,

Solucion:

Primero verifiquemos que el cero esta enire los extremos:

=01y -4 +2=-1

=@y -42)+2=2

Se verifica que N = 0 estd entre f{1) y f(2). Para aproximar la raiz, partiremos el intervalo sucesivamente en
mitades, y nos quedaremos con aquellos intervalos que contengan a ¢ con una precision de 1/4, o sea que
buscaremos que f{c) esté entre —1/4 y 1/4:

f(3/2) = -5/8.

Como es negativo, ¢ estd entre 3/2 y 2, por lo que al partir el intervalo nuevamente, etc:

(7/4) = 23/64.

f(13/8) = 107/512 = 0.21 < 1/4.

O sea que la raiz buscada esta préxima a x = 13/8.
Comportamiento asintético

Cuando tenemos limites del tipo:

lim f(x) = toc

X3
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observamos que la funcién se pega cada vez mas a la recta x =7;1, pero nunca la toca. A esta

recta se le llama asintota vertical de la curva y = f(x). También es asintota aunque solo exista
uno de los limites laterales.

Si tenemos un limite del tipo:

.IiTmﬂx)=L 31

la funcién se pega cada vez mas a la recta y = L. A esta recta se le llama asintota horizontal de
f(x). También en estos casos se pueden tener asintotas aunque sélo exista el limite superior o
el limite inferior.

A veces la funcién se pega a una recta que no es ni horizontal ni vertical. sino que tiene una
ecuacion del tipo y = mx + b (estd inclinada). Para hallar la ecuacion de la recta se usan las
formulas siguientes:

m= lim [fx)/x] (32)
b= lim [f{x) - mx] (33)

Cuando tenemos limites de la forma:

Iirl'] f(x) =+ (34)

resulta muy util saber de qué forma crece (o decrece) la funcion conforme crece el valor de x.
Esto se logra si observamos la forma funcional que no se hace cero al calcular el limite. Con
esto sabremos que la funcion crece (decrece) pegandose cada vez mas a la funcion encontrada.
aunque no se trate de una linea recta, como es el caso de lo que llamamos asintotas. A la
funcién hallada podemos considerarla como una curva asintota de la funcion que se esta
examinando.

Ejemplo:

x'+3x+2
Hallar las asintotas de la curvay = ————

X +4
Solucion:

Para las asintotas verticales, observemos que pasa en los puntos en que el denominador se hace cero. esto es, en x
=+2

X 4Ix+2 L (xHIx+2)
e xT4 4 52 (x+2H0x-2)
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s XTH3X+2 lim (x+1){x+2)

= =1/4
=1 x"+4 =2 (x+2)(x-2)

O sea que sélo en x = 2 hay asintota vertical. Para las asintotas no verticales (horizontales o inclinadas), veamos
¢l comportamiento de la funcién cuando x — #o0:

CoxTa3x+2 . 143/x+2/x°
lim X = :
P X" +4 Py 1-4/x%

De donde resulta que en y = | hay una asintota horizontal.
Ejemplo:

2
, X +2x-1
Hallar las asintotas de la curva y = —————

Solucion:

Como en x = 0 el denominador se hace cero, la recta x = 0 es asintota vertical. Para las asintotas no verticales
hacemos:

:

n + s £

i XX b2 1 =
X

Vemos que no hay asintotas horizontales. Sin embargo, puede haber asintotas inclinadas, pues vemos que la

expresion resultante se comporta en'forma lineal, Para hallar los para de la recta h
2
x X +2x—-1 M
m=lim ¥ = jim 2220 gy (HE—LJ =1.
xwtmy  wwiw |yt ol x x

2 oo
b= lim (y—¥) = lim 2F2X=1=%" _ Iim[z-—l] =2
Jirm =—= =

por lo tanto, la ecuacién de la asintota es:
y=x+2.

Lo visto en este capitulo nos permite ampliar la gama de funciones cuyo comportamiento
podemos analizar tanto graficamente como algebraicamente, 1do a lo aprendido en el
capitulo anterior, lo relacionado a la continuidad y el comportamiento asintotico de las
funciones.

Ejemplo:

1+x?

Graficar lacurva y = i
x—

Solucion:

En primer lugar, vemos que la funcién no esté definida para valores negativos de x, debido al término x'*. Esta
funcion tiene un cero en el d inador en x = 1. Calcul el limite para saber si hay asintota:
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Ejemplo:

Dibujar la gréfica de una funcion continua en R - {-2, -1, 2}, que satisfaga lo siguiente:
f(3) =0, {0) =0,

1, =0, B M= =, By =l =<, fim =4, B ) =3

Solucion:

Lo primero que conviene hacer es ubicar los puntos por donde estamos seguros que pasa la funcion, estos son,
(3,0 y (0,0).

Luego de ello, vemos qué sucede cerca de los puntos de discontinuidad. Cerca de -2 la funcion esta cerca de
cero, lo cual nos dice que la funcién tiene una discontinuidad removible ahi. Cerca de | hay una asintota que
lleva a la funcién hacia abajo indefinidamente. Cerca de 2 también hay asintota, la cual lleva a la funcion hacia
arriba en la parte izquierda, mientras que en la derecha la trae desde abajo.

Por altimo, vemos que el comportamiento asintético es tal que lleva a la parte negativa de la funcion hacia 3.

desde valores mayores (o sea, desde arriba). Por otro lado, la parte positiva va hacia 4 desde valores menores (o
sea, desde abajo).

Todo esto se ilustra en la siguiente grafica:

Y ”
6
S
e . ?23 ] ” o

- 21 g

1 [
n = X
r—'——-'—r—-r—v—(? + » T T 1

)
&
FS
e
—
I8 - Sl i =
>
"

Figura 2.4. Funcion con asinfotas.

Ejercicios 2.3:

1) Determinar las ecuaciones de las asintotas de la funcion: f(x) = —

+1

2) Determinar las asintotas verticales y horizontales de la funcion g(x) = - | 3
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o hex?
lim
xoel

=tw
x-I

Limites

o 1+x?
lim

1/ x+x"?
= m
x=1

i

asi que vemos que en x = | hay una asintota vertical. Siendo mas cuidadosos, podemos ver que para valores
menores que uno, tendremos cantidades negativas, por lo que antes de | vale el signo menos: mientras que para

valores positivos tendremos cantidades positivas, por lo que después de 1 vale el signo mas.
Para ver si hay asintotas no verticales, hacemos:

—1/x
xit‘l

. Ademas de la anterior informacién, vemos que f{0) = -1.

De aqui se ve que no hay asintotas horizontales ni inclinadas, y que la funcion se comporta asintoticamente como

Para trazar la grafica, podemos hacer primero la asintota en x = 1, y como f{0) = -1, la funcién debe salirde y = -

I. Para la otra parte, trazamos una curva que baje desde valores muy grandes como lo marca la asintota, y para
completar, trazamos una recta que se “pegue” a y = x'” a valores cada vez mayores de x. Esto se ve enseguida:
Y \

\y-nw"”'lrlx-n
4 [

1 N2
Figura 2.3. fix) = et
Ejemplo:

x=1

El nimero de calculadoras N(p) que puede vender una compafia manufacturera a un precio de p pesos por
Solucion:

unidad, esta dado por N(p) = soorp’. Encontrar Iirl: N(p) e interpretar el resultado.
L
!llﬂ N(p) = !,I_IE 500/p ==

Como ya se ha reiterado a lo largo de este texto, el simbolo «© no es un nimero, sino un simbolo. Esto lo que
quiere decir en relacién con el problema planteado es que no habra limites en el namero de unidades que pueda
vender la compafiia si cada vez son mas baratas.
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i . 3 x?+x-2 o B
3) Bosquejar la grafica de la funcion f(x) = e obteniendo: raices, asintotas, puntos

de discontinuidad y su clasificacion. Justifique todas sus respuestas.

4) Hacer un esbozo gréfico de la funcion f(x) =

5) Sea f(x) = | ‘,‘XT , determinar:

a) dominio y rango

b) raices

¢) ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales
d) puntos de discontinuidad y su clasificacién

e) grafica

X
U+l

X 4+2x-3 . . L
3 determinar: dominio y raices, intervalos de continuidad y

6) Para la funcion f(x) = oy

su clasificacion, asintotas; y hacer un esbozo de su grafica.
7) Dar una raiz aproximada para f(x) = -x* + 3x — 1, con una precision de 0.25.
8) Dar una raiz aproximada para la funcion f(x) = x* =3x” + x + |, cuya exactitud sea de 0.1.

9) Bosquejar la grafica de una funcion f(x) continua en todos los nimeros reales. excepto en
{-5, -1, 4}, la cual satisfaga:

lin} f(x) = o0

lim fi(x)= -
x5

lil]‘: fix)=o
‘lii‘[_l‘ fix)=0
f-7)=-2
fi1)=5
f(7)=-2
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10) Dibujar la grafica de una funcién continua en R - {-1, -4, 4, 6}, la cual tenga
discontinuidades esenciales en x = -1 y x = 6 y discontinuidades removiblesen x =-4 y x = 4.

11) Calcular los valores de A y B para que la funcién sea continua en todos los nimeros reales

Ax +1 Xx<-2
f(x)={x*+B -2<x<2
4/x x22

12) Determinar los valores de a, b y ¢ para que la funcion sea continua en todos los nimeros
reales

x—1 XS5~
fix)= {ax*+b -l€x<2
2x -3 x22

13) Un equipo médico de investigacion establecié que la masa M(t) de un tumor, como
funcién del tiempo t al cual el paciente es expuesto a radiacion durante el tratamiento, esta
dado por

_ P -5t+6

M= "

en donde M(t) estd en miligramos y t en segundos. Debido al mal funcionamiento de los
aparatos utilizados es imposible exponer al paciente exactamente por tres segundos de terapia
de radiacion. ;Qué valor se debe dar a M(3), a fin de que M(t) sea una funcion continua?.

76



Capitulo 3 Derivadas

Capitulo 3

Derivaciéon

En el analisis de la variacion de las funciones serd muy itil el concepto de derivada. Ya nos
hemos acercado a la definicion de esta cantidad al buscar ecuaciones de tangentes y
velocidades instanténeas. Ahora formalizaremos esto.

Tangentes
Si una ecuacion tiene la ecuacion y = f(x) y queremos hallar la pendiente de la recta tangente a

ella en el punto P(a,f(a)), entonces consideramos un punto cercano Q(x.f{ix)) con x # a. y
calculamos la pendiente de la secante:

f(x)-fla)
My, =———— 1
L I— (1)
A continuacion hacemos tender x hacia a, lo cual nos dara:
. f(x)-fla)
=] wd i o] (2)
Mo xa
Ejemplo:

Obtener la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 2x*-2enel punto P(1,0).
Solucion:

La pendiente de la recta estara dada por:

: 2 :
m= lim G -D-@) -2) lim Gx'=2) =2lim
b x—1 et x| hert]

DD i (x =4
e i

Con esto la ecuacion de la recta serd:

(y-0)=4(x-1)

y=4x-4

Velocidades instantineas

Para la velocidad instantaneca, examinaremos la caida libre de un cuerpo. Supongamos que un

cuerpo cae libremente por la accién de la gravedad. El cuerpo se va moviendo cad_a vez mas
rapido y en cada momento el cuerpo tiene una velocidad bien definida diferente. Si el cuerpo
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se mueve desde una posicion s hasta una posicion s + As, al transcurrir un intervalo de tiempo
At, la velocidad promedio es la razon entre As y At:

- 3)
M
Si inicialmente el cuerpo estaba en reposo, la distancia recorrida (en metros) por el cuerpo es
491" (con t en segundos), con lo cual la velocidad promedio como funcién del tiempo
linicamente sera:

_ 49+ AY” 490
At ’

(4

Ahora bien, si el cuerpo en cuestion se mueve cada vez mas rapido, veremos que el calcular el
promedio anterior en un intervalo de tiempo pequeiio (por ejemplo, una décima de segundo)
puede dar resultados muy diferentes que los que se obtendrian en un intervalo de tiempo
mucho mayor (digamos, 5 segundos). Esto quiere decir que para tener una buena medida de la
velocidad instantdnea es necesario promediar en intervalos de tiempo cada vez menores. Esto
finalmente nos lleva a tomar hacer tender a cero el intervalo de tiempo, y tomar el limite
correspondiente como definicion de velocidad instantanea:

4.9(t+ 0" 4.9t

Yo =i, At

, (5)

que en este caso nos lleva a lo siguiente:

THUAMEAT) 49 L 9.BIAL+4.9AC

6
At A0 At @)

0=l *?

: Histéricamente, el desarrollo de las ideas del calculo esta estrechamente ligada a las ideas del movimiento. En
la época dorada de Atenas, Aristoteles sostenia que los pos cafan con velocidades proporcionales a la masa
de cada cuerpo. Este concepto permanecié intacto durante la era romana y también en la edad media, donde el
oscurantismo que gobernaba dicté que las doctrinas de Aristoteles eran leyes divinas.

En la época renacentista, Galileo fue la punta de lanza en el estudio de la fisica (llamada en aquel entonces
filosofia natural), introduciendo el método experi | para aportar imi a dife ia de los d
puramente filoséficos de Aristoteles. Para estudiar la caida libre de un cuerpo, Galileo disefi6 rieles inclinados
que “menguaban” la aceleracion de la gravedad. La razén de esto es que la caida libre era muy rapida para una
época en que los tiempos muy cortos eran extremadamente dificiles de medir. Con el plano inclinado Galileo
encontré que las distancias recorridas en caida por un riel inclinado, para intervalos iguales de tiempo, estaban en
proporciones regulares: 1:3:5:7,etc. Cuando el plano estaba mas vertical, las distancias aumentaban, pero las
proporciones permanecian constantes, por lo cual Galileo concluyé que esta ley también deberia ser valida para
la caida libre.

Observando que los totales en cada caso daban una sucesién de nimeros cuadrados (estoes: 1 +3 =4, 1 +3+5
=9, 1+3+5+7= 16, etc), Galileo concluyé que la distancia recorrida por un cuerpo en caida es proporcional
al cuadrado del tiempo que le toma hacer ese recorrido, que es la ley que conocemos actualmente.
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Manipulando este limite por medio de las reglas estudiadas en el capitulo 2, tenemos que:

V(1) = lim 9.8t + 4.9t = 9.8t (7

De este modo,_la velocidad de un cuerpo que se deja caer desde el reposo es simplemente el
producto del tiempo transcurrido por la cantidad constante 9.8, llamada aceleracion de la
gravedad. y representada con g.

l?am el caso general en que se tenga otra ley para el desplazamiento del cuerpo en funcion del
tiempo, se cumplira que:

()= s(t+ At) —s(t)

|t iR 8
At (8)
Con esto, podemos definir la velocidad instantinea como:
. S(t+ At)—s(t , +h)-

() = lim SUHAD =s(1) _ - s(1+h)-s(t) -

A0 At =0 h
Ejemplo:
Hallar la velocidad instantanea en t = 5 de un cuerpo que cae desde el reposo:
Solucion:

2 2 2

v(5) = lim PG —49EY _ o A9 AN _ g 4 490 = 49,

h-s h b h h-s
Ejemplo:
Hallar la velocidad instantanea en t = 5 de un movil que tiene la ley de movimiento siguiente:
s(t)=4c + 27
Solucion:

¥ ~7]-[4(5) - 100 +10h+h* +10+2h 110

o(2) = lim G + 2054 0) =71 -[4(5)" +25) 7] _ +10h+h* + )

hos h h

2
lim ™12 i +12) = 12
Wt |y h-s0
Razones de cambio
Si se tiene y = f(x). v x cambia de x; a x2. el incremento de x se escribe como:
(10y

AX = X3 %)
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y el incremento de y como:

Ay = f{x2) — f(x1) an
Al cociente de los incrementos le llamamos razén de cambio promedio y es:
ﬂzi(xz)_f(xl) (l2)
Ax  PED 8

Y la razon de cambio instantinea es:

“mﬂﬂimﬁx_ﬂﬂ (13)

&0 AX A0y, —X,

Definicion de derivada

Al limite siguiente:

lim

o

=@ _ ¢
X-—a

(14)

se le llama derivada de f(x) en el nimero a y se simboliza con la prima, pero también se usa la

notacion df(a)/dx = f *(a). Otra forma de escribirlo es:

lim fla+h) - fla) =f(a)
h

h—=0

(15)

Aunque ambas formas de escribir la derivada son equivalentes, a veces a la hora de calcular el

limite puede resultar més conveniente una de las dos formas.

La derivada se puede interpretar como la pendiente de la tangente a la curva f(x) en el punto
(a,f(a)). También se puede interpretar como la razén de cambio instantinea de y = f(x) con
respecto a X cuando x = a. Si no fijamos el valor de x en a, la derivada es funcién de x, f'(x).

Ejemplo:
Derivar la funcién f(x)=x"en x = I.
Solucion:

La definicién de derivada nos da:

2 2 2
(i) o T e i U A e i T
h—0 h 0

2
2htb im(h+2)=2.
h hos
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Ejemplo:
Derivar la funcion fix) = x*.

Solucion:

(1) = lim
LY

= lim =lim

b0 h [

(x+h) —=x’ _ x"+3xh+3xh? +h' - x' 3xh+h? 3 4
ry b =L|r.nu{_]l('+h)=3x‘

Reglas de derivacion basicas

De las reglas para calcular limites se pueden deducir las siguientes formulas de derivacion:

de
1 K:(;, (16)
L
dx a
dx"
] R -
dx nx e
dlef(x)] _ _df(x)
4 80 _ X
dx ¢ dx W
5 A2l _ i) , dgx) 20

dx dx dx

Estas reglas son mas o menos obvias (la 3 puede inferirse al extrapolar los resultados para n =
1, 2 y 3). Por ejemplo, es obvio que la derivada de una suma sea la suma de las derivadas.
puesto que el limite de una suma es la suma de los limites. Pero en el caso de las reglas para el
producto y el cociente las cosas son diferentes, por lo cual estudiaremos con cuidado esta
cuestion.

Ejercicios 3.1:

Derivar las siguientes funciones:

2

Dy=x'
2)y=x"
3y =443
4) fix) = 1x*
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5) fx) = x"

6) fix) = x*

Ty=ax"-5x'?

8)y=6x"+4x" — 2x

9y=3C+124" - 1/

10) fix) = 4/x>* - 3% + 2x

Derivacion de productos de funciones

Supéngase que tenemos una funcién u(x) que consta del producto de dos funciones, f(x) y
g(x) continuas. Entonces, al incrementarse el valor de x en Ax, la funcién u(x) se incrementa
en:

Au = fx + Ax)g(x + Ax) - f(x)g(x) = (f+ Af)(g + Ag) - fg=fg+TAg + g AT +AfAg - fg=
=fAg+gAf+Af Ag (21
que al dividir entre Ax nos da:

£=rg+gA_f+Ang (22)
Ax Ax Ax  Ax

y si hacemos tender Ax a cero, obtendremos:

du dg df
—=f=+g—. (23)
dx  dx * dx

El ultimo término se hizo cero porque se supuso que ambas funciones son continuas. En esta
parte, asi como en algunas otras posteriormente, no se escribié explicitamente la dependencia
funcional con x de las funciones f(x) y g(x) con el fin de simplificar la escritura y sabiendo
que no hay confusion posible en este contexto.

Para ilustrar la regla del producto supongamos que se tiene un rectangulo cuyas dimensiones
de base y altura van aumentando con el tiempo. Es obvio que el drea de este rectangulo va a
aumentar. Sabemos que el drea de un rectangulo de base b y altura a es:

A =ab. (24)

Al transcurrir un intervalo de tiempo At, aumentara la base del rectangulo a b + Ab y su altura
aa+ Aa, con lo que el drea sera ahora:

82



Capitulo 3

Derivadas
Aa
a
b Ab
Figura 3.1, Cambios en el drea de un rectangulo al cambiar las dimensiones del mismo.
A+ AA = (a+ Aa)(b+Ab) = ab + aAb + bAa + AaAb. (25)
Y el promedio de la razén de cambio del drea en el tiempo sera:
AA _ (ab +aAb + ba + Aakb) ~ab _ aAb + ba + Aaib -
At At At '
Con esto, la derivada con respecto al tiempo de el area sera:
dA:Iim aA'b+bAa+_éa_Ab:adb+b§iE‘ 27
dt ae At dt dt

Esto es lo que se obtendria al derivar la funcién A(t) usando la regla del producto enunciada.
Obsérvese en la figura 3.1 que la razon de cambio esta dada por los rectangulos laterales. ya
que conforme At tiende a cero, el rectangulo mas pequefio desaparece.

Ejemplo:
Derivar la funcion y = x*"(1 + x%)
De acuerdo a la regla tendremos que

WL
:%=x‘”di‘mx’)+(|+x‘):—x(n"‘)=x"’t2x)+<l+x'}[ix’ ]=;
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Ejercicios 3.2:

Derivar las funciones siguientes:

1) fix) = 8x (2x* - 3)

y=(C+50 +(E-Tt+2)

3) fix) = (12x° — 4x)(x>> + 5x)

Hy=(1+43)1+2x)

5)fix)=x(2x - 1)(3x +2)

6)y = (5x - 3x*)(2 — x*)(3x -6)

)y = (2" — 4Py + 372 - 27y

8) f(x)=(x" - 3x* +8) (x* +2x - 1)

9)y =(9x" —x* + x)(3x — 6% + 5x'")

10) y = (5x*° + ax™y(5x"" - 7x )9 + ax™")

Derivacion de cocientes de funciones

Sabiendo la regla para derivar productos, es facil obtener la formula para cocientes de
funciones. En efecto, si tenemos una funcién v(x) que consta del cociente de dos funciones
fix) y g(x), ambas continuas, se cumple que:

v(x) g(x) = f(x) (28)

derivando a f(x) obtendremos que:

Vd_g+ dv _df 29

dx g& Tdx
despejando a dv/dx, que es la que nos interesa obtenemos:
df _ dg df Ffdg
dv _dx dx _ dx g dx (30)

dx g g

simplificando, obtenemos la regla:
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v _d(f)_fe-g'f
dx dxlg g?

Ejemplo:

Derivar la funcion y = [3x - 2)/[x* + 1]

Solucion:

d_y:ﬂx-z)i‘(x’ +l)+(1+x‘);((3x—2)

(30

34D -2x(3x-2) _ -3x7 +4x +3

dx x*+1) (1+x*)

Ejercicios 3.3:

Derivar:
Dy = x+1
)y= x—2
x—1
2)y xlt“
_ x +1
Hy= 2x+8
_ x4l
Hfx)= Sx?+7x-2
_(x+D{x-2)
20 Tx-6
_ (x=2)x* +2x+1)
G Ry =
_(x+5)(4x7 +5%)
DY = "ax+exx-0)
gy (x—9)2x +8)
YT 2xoax-7)

G -BC rex+lD)
NY = Gt 120 8x +11)
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Gx +57 +11x+19)+ (18x* +11x* —36x +41)
(=6’ =25x% = 21x+2) - (11x’ —=9x* +12x+11)

10)y =

Regla de la cadena

Cuando tenemos una funciéon compuesta, se cumple que w(x) = (f o g)(x) = f[g(x)]. Para
derivar notamos que al incrementarse el valor de x en Ax:

Aw = f(g + Ag) — f(g) (32)
Af = g(x + Ax) — g(x)

al tender a cero Ax, también tiende a cero Ag, entonces:

m—=— (33)
Entonces la razon Aw/Ag difiere de la derivada con respecto a g por una cantidad pequefia,
digamos a:

Aw _dw (34)

Ag dg
esta cantidad « tiende a cero si Ax tiende a cero. Entonces el incremento de la funcion w es:

pre AR AR (35)
dg

que al dividir entre Ax se vuelve:

Aw _dwag 4 (36)
Ax  dg Ax Ax

y al hacer tender Ax a cero nos da:

dw _dwdg 37
dx dg dx

ya que el ultimo término se hace cero (como ya se habia dicho).

Asi pues, la derivada de una funciéon compuesta es el producto de las derivadas de las
funciones que la componen:
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4, - dfde -
= oo TS
dx (teg) dg dx i
Ejemplo:
Derivar la funcion y = x> 4 8x+11
Solucion:

De acuerdo a la regla se tendria:
Notemos que Yx" +8x+11 = [x* + 8x + 11", con lo cual:

1 2x +8

4 Vo g v, 3
Y'0O= <[x?+8x+ 1] —(x} +8x #11) = o2 P2
3 dx 3 +8x+ 1]

Para ilustrar la regla de la cadena consideremos un circulo cuyo radio crece con el tiempo,
esto es.'r = r(t). Obviamente que el drea de este circulo crece también, pero no precisamente
en la misma forma. Para hallar el drea de un circulo usamos la formula:

A=nr, (39)
y si el radio cambia en una fraccién Ar, el cambio en el drea sera:

AA = ni(r + Ar)? - = n(2rAr + AP), (40)

y con esto la razon de cambio en el tiempo es:

AA 2rAr + Ar?
; T

= 41
At At )
asi que la derivada sera:
dA 2
dA =Iimn2mr+m " mdr 42
de a0 At dt

que es lo que se obtendria al derivar con la regla de la cadena.

En la siguiente figura sc muestra la relacion hallada entre las variables que intervienen en el
area del circulo.

Notese de lo hallado en este caso que la velocidad a que crece el area del circulo es ¢l
producto entre su perimetro (27r) y la velocidad a que esta creciendo el radio (dr/dt). Esto nos
indica que si en la figura el aro de grosor Ar se hace cada vez mas delgado. como caso limite
se tendria una cascara que apenas rodea al circulo dado. La velocidad a que crece el drea es
pues la velocidad a que se van acumulando cascaras al circulo.
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Figura 3.2. Circunferencia que crece con el tiempo.

Ejercicios 3.4:
Derivar:

1) fix)=(x + 1)*
y=x"2+1)""

3) fix) = Vi-x

4) () = (<" + 1)’ + 3)°
5) fix) = (x - 1)**(1 - 6x)*°
6) f(x) = (x> + 3x)1 - 2x)°

Ny=[x'+@x-1)T
8) fix) = Yx+J1-x
Ny= x+yx+x
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| x*+6x+8
10y = o5k

Derivacion implicita

A veces no se tiene una forma explicita de la funcion, como y = f(x), sino que se tiene una
expresion en forma de ecuacion en la cual no es facil despejar a la variable dependiente como
funcion de la variable independiente. En tales casos es mas conveniente hallar la derivada en
forma implicita, como funcién de x y y, no sélo como funcién de x. Para esto se derivan
ambos miembros de la ecuacion. utilizando la regla de la cadena cada vez que se encuentre a
la variable dependiente, y finalmente despejando a la derivada en la expresion obtenida.

Ejemplo:

Hallar la derivada de y con respecto a x en la siguiente funcion implicita:
Kty -36=0 .

Solucion:

Derivando con respecto a x tendriamos que:

2x+2yy' =0

Despejando:

y'=-xly

Ejemplo:

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion definida por x' +y' -6xy=0enel punto(3.3).
Solucion:

Para hallar la pendiente, derivamos implicitamente:

3k + 3y’y’ - 6y - 6xy' = 0

Agrupando:

y' (3y’- 6x) = 6y - 3x*

Despejando:
,_ 6y -3x’
¥ 3yt —6x
entonces, m = M =zl
3(3)° -6(3)

y la ecuacion serd;
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(y=3)=-1(x-3)

y=-x+6

Ejercicios 3.5:

Hallar dy/dx en las siguientes funciones implicitas:

1)2x-3y+8=0
2)y2=4px
N+y’ =2’

Ht+xy+yE =0

2 2

.Y
5) a_’+?=l

6) Vx +y =+a
7) #FH/;;:%T

x-y
X+y

8) vy =

9) x*y* =3x - 2xy

Hallar la ecuacion de la recta tangente a cada curva en el punto dado:

10)y* =% @-x) (L1
MxP+y? =4 (-+/8.4/8)
12) 20 + ¥ = 250 - ¥%) 3.1)
13)x%* = (y + 1’4 - y) (0,-2)
14)y? = 5% - 2 (1,2)

Derivadas de orden superior

Es claro que la derivada es una nueva funcién de x. Esto tiene como implicacién que esta
nueva funcioén se puede volver a derivar. Cuando se deriva a la derivada de una funcion f(x),
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hablamos de la segunda derivada de f(x). Como esta segunda derivada también es una funcion
de x, se puede volver a derivar y obtendremos la tercera derivada. etc. A estas se les llama
derivadas de orden superior. El orden de la derivada es el nimero ordinal con que la
nombramos, y al escribirlas se simbolizan como:

£2(x), £27(x), £77(x), £, %), ... . f"(x).

donde n es el orden de la derivada. Fl paréntesis superior es para evitar confundir el orden de
una derivada con una potencia.

Ejemplo:

Hallar la quinta derivada de y = x* + x" + x" + x> + x + |
Solucion:

y =5t A H 3+ 2+ |

¥ =200+ 126 + 6x + 2

¥ = 60X° + 24x +6

y*™'=120x + 24

y*=120

La no existencia de la derivada

Para ciertas funciones puede suceder que no exista la derivada en algunos puntos. Esto puede
suceder en tres casos especificos:

.

Figura 3.3. Funcion con una esquina, que vuelve a la derivada discontinua.
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I La funcion tiene una “esquina”. En este caso es imposible decidir cual es la recta tangente,
pues muchas rectas lo podrian ser. En este caso no hay derivada porque los limites laterales
que definen a la derivada no coinciden. Esto se ilustra en la figura 3.3, donde se ve que no
existe derivada en x = 0.

2 La recta tangente es vertical. En este caso su pendiente no esta definida, y los limites
laterales tienden a mds o menos infinito. Esto se ilustra en la siguiente figura: en x = 0 la
pendiente estd indefinida.

00+ |

05+

Figura 3.4. Funcién con tangente vertical en x = 0.

3 La funcién tiene una discontinuidad. En ese caso no puede existir la derivada, sea la
discontinuidad de cualquier tipo. En efecto, si la discontinuidad es esencial, la pendiente de la
recta tangente tampoco esta definida. Pero también sucede que en una discontinuidad de salto
los limites laterales estan definidos pero no coinciden. Y aun en el caso que haya una
discontinuidad removible, los limites existen y coinciden, pero no puede haber tangencia a un
punto inexistente. Esto se ve en la siguiente grafica: en x = 1 no hay derivada porque hay una
discontinuidad.
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Figura 3.5. Funcion discontinua con derivada discontinua.

Asi como es importante conocer el dominio y rango de una funcion, es importante saberlo
para la derivada. Esto no dara gran informacion sobre la derivada, pero también sobre la

funciéon misma.
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Capitulo 4

Aplicaciones de la derivada

Las derivadas se aplican en muchas ramas de la ciencia ¢ ingenieria. Para esto, es necesario

formular el problema en forma de funcién, y a continuacién aplicar los métodos estudiados en
capitulos anteriores.

Monotonia

Cuando una funci6n es creciente, su derivada es positiva en todo el intervalo de crecimiento.
Lo opuesto también es cierto: si en un intervalo la derivada de una funcién es positiva,
podemos estar seguros de que en ese intervalo la funcion es creciente.

Por el contrario, si una funcion es decreciente, su derivada es negativa. Entonces si la derivada
de una funcién es negativa en cierto intervalo, podemos estar seguros de que la funcién es
decreciente en tal intervalo.

Esto tiene gran utilidad en el analisis de la variacion de las funciones.
Ejemplo:

Hallar los intervalos de monotonia de la funcion:

fx)=3x"-2x+5

Solucion:

La derivada de la funcion es:

fx)=6x-2

Para hallar el intervalo en que es creciente, resolvemos la desigualdad:
6x-2>0

x> 13

O sea que la funcion es creciente en:

(1/3.@)

y es decreciente en el intervalo:

(-0,1/3)

Esto se ve en la siguiente grafica:
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Concavidad

Cuando una funcion es creciente a una razon cada vez mayor o decreciente a una razon cada
vez menor, vemos que su grafica se “curvea” hacia arriba. Por el contrario, si crece a una
razén cada vez menor o decrece a una razén cada vez mayor, su grafica se “curvea” hacia
abajo. A este modo en que se “curvea” la grafica de una funcion se le llama concavidad. Para
una funcién que se “curvea” hacia arriba, se dice que es concava hacia arriba. Si la funcién se
“curvea” hacia abajo, se dice que es coéncava hacia abajo. Cuando una funcién es concava
hacia abajo, su segunda derivada es negativa; si la funcién es céncava hacia arriba, la segunda
derivada es positiva.

Ejemplo:

Hallar los intervalos de concavidad de la funcién siguiente:

y=2x"-3+x-1

Solucion:

Y =6x"—6x+ |

Y =12x-6

Para hallar concavidad hacia arriba resolvemos la desigualdad:

12x-6>0

x>12

O sea que la funcion es concava hacia arriba en (1/2,) y es concava hacia abajo en (-=,1/2)

Esto se ve en la siguiente gréfica:
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Madiximos y minimos

Una funcion puede tener maximos y minimos absolutos y maximos y minimos locales. La
diferencia entre absolutos y locales se establece diciendo que el maximo absoluto es el mayor
valor que adquiere la funcién en el dominio en cuestion y el minimo absoluto es el menor
valor en dicho dominio. Los maximos locales son aquellos que superan los valores de la
funcion para valores cercanos, y similarmente para los minimos locales. En la siguiente figura
se muestran valores maximos y minimos tanto absolutos como locales de una funcién.

méximo absoluto

méximo local

\

minimo local

Lminimo absoluto
L
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Para funciones cuya derivada existe en todo su dominio sucede que en los puntos en que hay
maximos y minimos locales la derivada vale cero. Sin embargo, lo opuesto no siempre es
cierto, pues a veces la derivada puede ser cero en un punto y sin embargo no haber maximo ni
minimo. A estos puntos se les llama puntos de inflexion.

A los puntos en que la derivada se vuelve cero, se le llama puntos criticos. También se usa
este término para los puntos en que la derivada no existe. Para determinar la naturaleza de los
puntos criticos, esto es, clasificarlos como maximos, minimos o puntos de inflexion, se puede
estudiar lo que sucede en las vecindades del punto critico, o se puede utilizar el criterio de la
segunda derivada para determinar la concavidad: si la concavidad es hacia abajo, claramente
hay un méaximo; si la concavidad es hacia arriba, hay un minimo; y si no hay concavidad, hay
un punto de inflexion, Esto se resume en la forma siguiente:

Si f’(a) =0y f(a) <0, entonces f(x) tiene un maximo local en a
Si f’(a) =0y f”(a) > 0, entonces f(x) tiene un minimo local en a.

En funciones continuas, los maximos o minimos absolutos pueden coincidir con los maximos
o minimos locales, Cuando no es asi, se encuentran en los extremos del dominio de definicion;
de tal forma que para hallar méaximos o minimos absolutos es suficiente comparar los valores
de la funcién en los extremos de su dominio, con los de los maximos y minimos locales. Para
funciones que son continuas pero no son continuamente derivables se puede decidir sobre la
existencia de maximos o minimos locales a partir de evaluar la funcién en los puntos en que
no existe la derivada, o a partir de una gréfica.

Ejemplo:

Hallar los méximos y minimos locales y absolutos de la funcion:
fix) =6x" +x* - 5x* + 0.5 Slsxsl

Solucion:

La derivada de esta funcion es:

F(x) = 24x" + 3x* - 10x Slsxsl

Las raices de esta funcion son (aproximando a seis decimales):

X(24x% +3x— 10) =0

X =0
x; = -0.711016
x; = 0.586016

Para decidir sobre su naturaleza, hallamos la segunda derivada:

f(x)=72x*+6x-10 -l<sx<l
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y evaluamos en los puntos criticos hallados:
f(0)=-10<0,

0 sea que en x = 0 hay un maximo local.
f(-0.711016) = 22.133054 > 0,

o seaque en x = -0.711016 hay un minimo local
7(0.586016) = 18.241958 > 0,

0 sea que en X = 0.586016 hay un minimo local.

Para hallar los i o mini absolutos, hall los valores de la funci6n en los extremos de su dominio y
es los puntos donde hay méaximos o minimos locales:

f-1)=0.5
f1)=25
f0)= 0.5

f(-0.711016) = -0.853722
(0.586016) = -0.308225
Asi que, como el mayor de estos valores es el de f(1), este es el maximo absoluto. También vemos que el menor
de estos valores es el de f{-0.711016), entonces este es el minimo absoluto, que en este caso coincide con un

minimo local.

Tedo esto se puede ver en la siguiente grafica:

1y
maximo absoluto 7
24

méximo local
minimo
local y
absoluto
:

e

minimo local
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Ejemplo:

Hallar los maximos y minimos absolutos de la funcién:

y=1-x* Bsx<l

Solucidn:

La derivada de la funcion es:

y' =23 Bxx<|

Podemos observar que la derivada no tiene raices, por lo cual no obtenemos puntos criticos de esta forma. Pero
también notamos que en x = 0 no existe la derivada, por lo cual vamos a examinar lo que pasa con la funcién ahi,
ademds de ver lo que pasa en los extremos del intervalo de definicion:

f-8)=-3

f0)=1

fl1)y=0

Entonces el minimo absoluto esta en x = -8, y el maximo absoluto en x = 0, De ver que hacia la derecha del 0 la
funcién decrece, deducimos que el méximo absoluto es también un maximo local.

Esto se ve en la siguiente gréfica:

maximo
absoluto ]
y local
r T T T M T - N
8 -6 -4 -2
o)
e 1
24
minimo absoluf
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Andlisis de la variacién de las funciones

Lo anteriormente aprendido nos permite hacer el analisis de la variacion de las funciones
estudiando el comportamiento de sus derivadas primera y segunda. Sumado esto a lo
aprendido anteriormente relacionado con las traslaciones, alargamientos y compresiones,

comportamiento asintético, etc. podemos dibujar la grafica de cualquier funcién con gran
facilidad.

Ejemplo:

Graficar la funcion siguiente:

fix)=2x"—9x* + 12x + |

Solucién:

P(x)=6x"— 18x + 12

f(x)=12x- 18

Los puntos criticos se hallan al igualar a cero la primer derivada y resolver:

6x"— 18x+12=0

- 18+187-4(6)(12)

12
x =1
x=2
Para saber la naturaleza de estos puntos criticos, evaluamos la segunda derivada en esos valores de x:
()= 12(1)-18=-6<0,
f(2)=122)- 18=6>0,

por lo que en x = 1 hay un maximo, mientras que en x = 2 hay un minimo. Al evaluar a la funcion en los mismos
valores de x obtenemos:

(=201 =91y +12(1) + 1 =6
f2)=22Y -92)P +122)+ 1 =5

Esto se puede usar para la grafica de la forma siguiente: en los puntos hallados graficamos pequefas curvas que
pi maximos y minimos:
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& T — 1
2

Por otra parte, se analiza la segunda derivada para hallar los intervalos de concavidad:

12x- 18=0=2>x=312

12x - 18>0 =>x>3/2

12x-18<0=x<3/2

Entonces, en (-20,3/2) la funcion es concava hacia abajo, en (3/2,%0) es concava hacia arriba, y en  x = 3/2 hay un
punto de inflexion. Evaluando a f{x) en x = 3/2:

f(3/2) = 2(3/2Y - 9G3R2Y + 12(3/2) + 1 = 112=55

Con esto podemos completar la grafica colocando el punto (3/2,11/2) y unimos esto a lo anterior, respetando la
direccién de concavidad:
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Con lo cual concluimos este problema.
Ejemplo:
Analizar la variacion de la siguiente funcién y graficarla:

flx) = _X

xt41

Solucion:

En primer lugar, notemos que la funcion es impar, pues al sustituir x por -x obtenemos -f(x). De este modo, serd
suficiente con analizar lo que sucede con el dominio positivo y luego extender esto al dominio negativo. Para
valores positivos de x. y toma valores positivos siempre. La (nica raiz es x = 0.

El denominador nunca se vuelve cero, por lo que no hay asintotas verticales. La recta y = 0 es asintota horizontal.
puesto que:

lim —
verr x4 ]

Al derivar obtenemos:

flx) = 1-x*
(x*+1)°

y la segunda es:

frx) = 2x(x°-3)
' +1y

Para hallar los puntos criticos resolvemos la ecuacion:

1-x' =0, =1-x"=0,=x=%I.
(x'+1)

Susti dox=1lenla da derivada nos da:

B

fiy= 20001 -3) >,
'+

lo que indica que en x = | hay un maximo. Su ordenada la obtenemos al sustituir en la funcion original:

fn=_0 __1

P+ 2

Entonces en (1,1/2) esta el maximo.

Para ver si hay puntos de inflexion resolvemos la ecuacion:

2x(x'=3) =g, > 2x(x*-3), = x=00x=%..
(x*+1)'
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Enx = /3 hay un punto en que cambia la concavidad. Como antes de él, en x = 1, la concavidad es hacia abajo,
después de él la concavidad sera hacia arriba. La ordenada de este punto es:

(yi)=_ B =SB s
(fBy+r 4

Con toda esta informacion podemos hacer una grafica como la siguiente:
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Ejemplo:

Analizar la variacion de la funcion:

y=4x*-x

Solucion:

En primer lugar vemos que el dominio son todos los reales, y notamos que no hay paridad, por lo que debemus
hacer el analisis de la funcién para todos los valores del dominio. Las raices de la funcién son x = 0. x = 1. entre

estos valores la funcion es negativa, y fuera de este intervalo la funcion es positiva.

Al derivar la funcion obtenemos:

y la segunda:

y= 6(x* —x)—(4x-2)
9RJ(x* -x)’'

Para hallar los puntos criticos resolvemos:

y=0= 2x -1
3(x? -x)?

lo cual nos da el punto critico x = 1/2. Al sustituir en la segunda derivada hallamos:

Y172y = 8/2) ~(1/2)-(@401/2)-2) ~ 93830,

912y -1/ 2y

por lo que en x = 1/2 hay un minimo. Su ordenada es: y (1/2) = Y172y =(1/2) =-0.623.

Para los puntos de inflexion tenemos que resolver:
6(x* —x)-(4x=2) = ¢,

9Y(x* - x)'

lo cual nos da las raices. x = 3 + E que definen los puntos de inflexion:
6 6

i = (0.232-0.563), p; = (1.434,0.854).

A la izquierda de p; la funcion es concava hacia abajo. entre p, y p; es concava hacia arriba, v a la derecha de p:
es concava hacia abajo.

Todo esto nos da la siguiente grafica:
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Ejemplo:
Dar un bosquejo de la grafica de la funcion f(x) que cumple con los siguientes requisitos:

fl0)=-3.f3) =-1, f(5) = 1.

f(x)>0parax<-2, f(x)<0para-2<x<1,f(3)=0,f(x)<0paral<x<3 f(x)>0parax>3
f(x) > 0 parax <-2, f'(x) <O para-2 <x < 1, f’(x) >0 para | <x <35, f'(x) <0 parax>5,

lim f{x) = -3, lim f{x) = 0, lim f(x) =e0, lim f{x) = 0, lim f{(x) = -0, lim f{x) =2, lim f(x) = 2.

Noem x4 X2 x-+-2" X1 =l X

Solucion:

Los primeros tres requisitos nos dan tres puntos que pods dibujar inmedi Ademas vemos que en
€sos tres puntos la derivada es negativa, cero y positiva, respecti i que la segunda derivada es

negativa, positiva y cero (si la segunda derivada es continua). Por esto, ademas de los tres puntos dados,
podemos dibujar parte de la curva en las vecindades, haciendo que cerca de (0,-3) la funcién sea decreciente y
concava hacia abajo; cerca de (3,-1) haya un minimo; y cerca de (5,1) sea creciente y haya un punto de inflexion,

que lleva de concavidad hacia arriba a concavidad hacia abajo. Esto se ve en la siguiente figura:

L9
>
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Coni_inuando con _cl andlisis, vemos que antes de x = -2 la funcion es creciente, después de x = -2 y hastax = | la
funcién es decreciente, de x = | a x = 3 es decreciente y después de x = 3 es creciente.

También es facil verificar que los limites establecen asintotasen x = -2, x = |,y =-3yy=2.

En la siguiente grifica, se han dibujado las asintotas halladas y se ha trazado la grafica tomando en cuenta
ademas que en x = 2 la funcion tiende a cero:

2o

Lo
®
>

Ejercicios 4.1:

En los siguientes problemas, para cada funcién:

a) Encuentre las asintotas verticales y horizontales.

b) Halle los intervalos donde crece o decrece.

¢) Encuentre los valores maximos y minimos locales.

d) Halle los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion.
¢) Use la informacion de los incisos anteriores para graficar f.

D fix)=1+2x

D fix)=1-x
3) f(x) = 1/x
4) f(x) = 1/x*
5)f(x)=2-x"

6)fix)= x*-3x*-x+3
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7 fix) = x* + dx’ + 2%
8) fix)=3x"-5x" -1

9) fix) = x> + 2/x

10) fix) = ﬁ

_ X

) fix) = <
2

12) fix) = ”"2
I-x

Razones de cambio relacionadas

A veces al estudiar las razones de cambio de algunas cantidades, la derivada que nos interesa
tiene que calcularse a partir de la razon a que cambia alguna otra de las variables, que si
sabemos como cambia.

Al resolver problemas en los que intervienen razones de cambio relacionadas, es necesario
conocer la relacién entre las variables, a través de alguna férmula o ecuacion general. Esto es
particularmente usual en problemas geométricos, por lo cual se aconseja repasar las
principales formulas para hallar perimetros, dreas y volumenes de la geometria elemental, asi
como las relaciones de semejanza. Algunos problemas también involucran conceptos de fisica
que es necesario repasar, como velocidad, aceleracion, etc. que se deben tener presentes
durante el proceso.

Ejemplo:

Si una bola de nieve se funde de modo que su area superficial disminuye a razon de 1 cm’/min, encuentre la
razdn a la cual disminuye el didmetro cuando es de 10 cm.

Solucion:

Para hallar esto necesitamos hallar una relacion entre el didmetro de la esfera de nieve y su diametro. El area de
una esfera de radio r es:

A = 4nr’
entonces:

dA
—=§
= mr

Por otra parte, el diametro y el radio estan relacionados por medio de:
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D=2r
entonces:

4D ,dr
dt dt

Sabemos como dato que:

dA i
— = | em*/min
dt

Por regla de la cadena se tiene que:

dA _dA dr

dt dr dt

Asi que, despejando tendremos que:

dA
dr_ g _ lem®/min
dt dA 8nr
dr
finalmente:

Ejemplo:

Dos automaviles empiezan a moverse a partir del mismo punto. Uno viaja hacia el sur a 60 mi/h y el otro hacia

_ lem® /min

4nD

= 0.015915 cm/min

el oeste a 25 mi/h. ;Con qué razén aumenta la distancia entre los dos automéviles dos horas més tarde?

Solucion:

Supongamos que el auto que va hacia el sur lo hace en la direccion negativa del eje y, ¥ que el que va hacia el
oeste lo hace en la direccion negativa del eje x. Las velocidades en cada direccion son las derivadas con respecto
al tiempo de x y de y (con signo negativo, por la convencion adoptada). Con esto. después de dos horas, cada uno

estard en las posiciones:
y=-120 mi

X = -50 mi

y su distancia estara dada por:

D= Jx +y* = J(-120)' +(-50) = 130 mi

su razon de cambio con respecto al tiempo sera:
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dx dy
dD g T g (—120mi)—60mi/h)+ (-50miX-25mi/h) _ .
—= = — =65mi/h
dt J,‘i +y? 130mi
Ejemplo:

Un hombre empieza a caminar hacia el norte a | m/s desde un punto P. Cinco segundos mas tarde, una mujer
empieza a caminar hacia el sur a 1.2 m/s desde un punto a 50 m al este de P. ;Con qué razon se separan 15 s
después de que la mujer empezo a caminar?

Solucion:

A los 20 s el hombre va a una distancia de 20 m al norte de su punto de partida, mientras que la mujer vaa 18 m
al sur de su punto de partida. A continuacion el diagrama con las cantidades involucradas.

La distancia total es D = d, + d,. La relacion entre ésta y las cantidades dadas es:

que al derivarse con la regla de la cadena nos da:

dx d dy,
a Xg th ’!' ys g2 -(50- x)—-
dt feiy? J(sn—x) +y,
En la ecuacion anterior, solo nos falta conocer x, para lo cual debemos hallar la ecuacion de la recta que une a las

dos personas y encontrar el punto en que atraviesa al eje de las abscisas. Para esto tomamos a y como la distancia
vertical entre y, y y. que resultasery =y, - y,.

(y+ 18y = 218 m[x 50)=-1x+38
o 2

y-'-El+20.
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Cuando y = 0, x = 26.3. Para hallar la razén de cambio de x en el momento en cuestion, expresamos dx/dt en
términos de dy,/dt y dy,/dt:

x=-By+263=- 5 (y,-y;) + 263,
19 19

e [‘L_% = 2.89 mis.

d 9L dt dt

Asi pues, al sustituir, encontramos que:

4D = 472 mis.
di

Ejemplo:

Dos vagonetas, A y B, estin conectadas por medio de una cuerda de 39 ft de largo que pasa sobre una polea P. EI
punto Q esta en el piso 12 ft directamente debajo de P y entre las vagonetas. Se tira de la vagoneta A alejandola
de Q a una velocidad de 2 ft/s. ;Con qué rapidez se mueve la vagoneta B hacia Q en el instante en que A estd a 5
ft de Q?

Solucion:

En la figura siguiente se dan las cantidades involucradas.

Como es una sola cuerda, tendremos que a + b = 39 fi. Cada una de las cantidades a y b esta relacionada con las

otras cantidades asi:
a= Jh'+x"
b= ,|‘h’+x,’ .
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Tendremos entonces que:

derivando:
% |_1A, dx,
'dt ' di =0
h?+x, h'+x,’

y al despejar de aqui a 9%: |, nos resulta:
dt

dx, Yogo &
ax, _ —x,-m—\ﬁ:‘ +x, )

di X;h?+x 2
sustituyendo los valores (el valor de x, se obtiene de la suma de las raices cuadradas), obtenemos:

dx, =.0.87 fss.
du

Ejercicios 4.2:

1) Si V es el volumen de un cubo con longitud de arista x, encuentre dV/dt en términos de
dx/dt.

2) Si A es el area de un circulo con radio r, encuentre dA/dt en términos de dr/dt.

3) Dos trenes parten de una estacion con tres horas de diferencia. El primero se dirige hacia el
norte con una rapidez de 100 km/h. El segundo se dirige hacia el este con una rapidez de 60
km/h. ;A qué razén esta cambiando la distancia entre los trenes dos horas después que partio
el segundo tren?.

4) A mediodia, el velero A esta a 150 km al oeste del velero B. El A navega hacia el este a 35
km/h y el B hacia el norte a 25 km/h. ;Con qué rapidez cambia la distancia entre las
embarcaciones a las 4:00 P.M.?

5) Un avion vuela horizontalmente a una altitud de 2 km a una velocidad de 800 km/h y pasa
sobre una estacion de radar. Encuentre la razon a la que aumenta la distancia del avion a la
estacién cuando aquél esta a 4 km de ésta.

6) Un farol de una calle esta montado en el extremo superior de un poste de 15 ft de alto. Un
hombre cuya altura es de 6 fi se aleja del poste a una velocidad de 5 fi/s a lo largo de una
trayectoria recta. ;Con qué rapidez se mueve la punta de su sombra cuando el hombre esta a
40 ft del poste?
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7_) Una~ lampara proyectara situada sobre el piso ilumina una pared que csti a 12 m de
distancia. Si un hombre de 2 m de alto camina desde la lampara hacia el edificio a una

velocidad de 1.6 m/s, jcon qué rapidez decrece su sombra proyectada sobre el edificio cuando
se encuentra a 4 m de éste? "

8) Dos personas parten del mismo punto. Una camina hacia el este a 3 mi/h y la otra camina
hacia el norte a 2 mi/h. ;Con qué rapidez cambia la distancia entre ambas después de 15 min?

9) Un diamante de béisbol es un cuadrado de 90 ft por lado. Un bateador golpea la pelota y
corre hacia la primera base a una velocidad de 24 ft/s. a) (A qué razén disminuye su distancia
a la segunda base cuando esta a la mitad de la distancia de la primera? b) ;A qué razén
aumenta su distancia a la tercera base en el mismo momento?

10) La altura de un triangulo crece 1 cm/min y su drea 2 cm’ /min, ;Con qué razon cambia la
base del tridngulo cuando la altura es de 10 cm y el 4rea de 100 cm??

11) Se tira de un bote hacia un muelle por medio de una cuerda atada a la proa que pasa por
una polea que esta sobre el muelle | m mas arriba que la proa. Si se tira de la cuerda a razon
de 1 m/s, jcon qué rapidez se aproxima el bote al muelle cuando se encuentra a 8 m de éste?

12) Un avién vuela a una velocidad constante de 300 km/h, pasa sobre una estacion de radar a
una altitud de 1 km y asciende formando un angulo de 30°. ;Con qué razon aumenta la
distancia del avion a la estacion de radar 1 min més tarde?

13) El agua se fuga de un tanque conico invertido a razon de 10 000 cm*/min, al mismo
tiempo que se bombea agua hacia el tanque con una razon constante. El tanque tiene 6 m de
altura y el diametro en la parte superior es de 4 m. Si el nivel del agua sube a razon de 20
cm/min cuando la altura de ese nivel es de 2 m, encuentre la razon a la que se bombea ¢l agua
al tanque.

14) Una artesa de agua tiene 10 m de largo y una seccién transversal en forma de trapecio
isosceles cuyo ancho en el fondo es de 30 cm, el de la parte superior 80 cm y la altura 50 cm.
Si la artesa se llena con agua a razon de 0.2 m*/min, jcon qué rapidez sube el nivel del agua
cuando ésta tiene 30 cm de profundidad?

15) Una piscina tiene 20 fi de ancho, 40 ft de largo y 3 ft de profundidad. en el extremo menos
profundo, y 9 ft de profundidad en el méas profundo, de modo que su seccu’nj (rar_nsversal alo
largo es un trapecio. Si la piscina se llena a razén de 0.8 ft*/min, jcon qué rapidez sube el
nivel del agua cuando la profundidad en el punto més profundo es de 5 fi?

16) Se descarga grava desde un transportador de banda, a razon de 30 ft*/min y su grosura es
tal que forma una pila a manera de un cono cuyo didmetro en la b_ase y su altura siempre son
iguales. ;Con qué rapidez aumenta la altura de la pila cuando ésta tiene 10 ft de alto?

17) La ley de Boyle afirma que cuando se comprime una muestra de gas a temperatura

constante, la presion P y el volumen V satisfacen la ecuacion PV = C, dor_@e C es una
constante. Suponga que en cierto instante, el volumen es de 600 cm3, la presion es de 150

113



Capitulo 4 Aplicaciones de la derivada

kPa y ésta aumenta a razon de 20 kPa/min. ;Con qué razén disminuye el volumen en este
instante?

18) Cuando se expande aire adiabaticamente (sin ganar ni perder calor), su presion P y el
volumen V se relacionan mediante la ecuacion PV'? = C, donde C es una constante. Suponga
que en cierto instante, el volumen es de 400 cm® y la presion es de 80 kPa y disminuye a razon
de 10 kPa/min. ;Con qué razon aumenta el volumen en ese instante?

Problemas de optimizacién

Lo aprendido sobre la teoria de maximos y minimos nos permite resolver una gran cantidad de
problemas en las ciencias e ingenieria. Siempre que tengamos un problema en el que nos
interese hallar un maximo o un minimo (por ejemplo, el méximo rendimiento, o el gasto
minimo) tenemos que formular el problema en forma de una funcion, derivarla e igualar a
cero a fin de hallar los puntos criticos, y determinar qué clase de puntos criticos son, para
elegir el que resuelva nuestro problema.

Ejemplo:

Un trozo de alambre de 10 m de largo se corta en dos partes. Una se dobla para formar un cuadrado y la otra
para formar un tridangulo equilatero. ;Cémo debe cortarse el alambre de modo que el drea total encerrada sea a)
maxima b) minima?

Solucion:

Supongamos que el trozo que se va a usar para formar el tridngulo mide x metros. Entonces la parte que se usara

para formar ¢l cuadrado debera medir 10 — x metros. Con esta forma de cortar ¢l alambre, cada lado del triangulo
mide x/3, y cada lado del cuadrado mide (10 — x)/4. La altura del tridngulo ser4, luego de aplicar el teorema de

Pitagoras, h = \ﬁ x'/6.
El drea del cuadrado sera:
A= [(10 - x)/4)* = 25/4 - 5x/4 + x'/16
el area del triangulo scra:
x5
A,- % = 3736 = 0.048
Por esto, el drea total sera:
A=25/4-5x4 +0.11x°
Derivando obtenemos:

dA
dx

que al igualar a cero nos da:

114



Capitulo 4 Aplicaciones de la derivada

0.22x-1.25=0
x=1.25/0.22 = 5.68
A(5.68)=2.7

La segunda derivada es:

d’A
— =022>0.
dx’

Esl? indica que_el punto critico que hallamos es un minimo. O sea que ¢l drea minima es aquella en la que la
varilla para el triangulo mide 2.7 m y la varilla para el cuadrado mide 7.3 m.

Para hallar el maximo, recordemos que este probl esta definido ani para 0 < x < 10. En los extremos
de este intervalo la funcion tiene los valores:

A(0) = 6.25,
A(10)=4.75,

Entonces, el maximo esta en x = 0, o sea que el area maxima es aquella en la cual no hay triangulo, sélo hay
cuadrado.

Ejemplo:

Halle las dimensiones del rectangulo de area maxima que se pueda inscribir en un circulo de radio r.

Solucion:

Para un circulo de radio r centrado en el origen, tenemos la ecuacion:

X+yi=r

Como el rectangulo esta inscrito, los vértices coinciden con cuatro puntos sobre la circlunferencia. Para
simplificar el problema, supondremos que los vértices son simétricos respecto a los ejes y el origen, esto es. que
los vértices tienen las coordenadas:

Vi = ay), vi=0ey)e =) Ve = ey

Con esto, el drea de tal rectangulo es:

A= (2x)(2y)) = 4%y,

Por otra parte, de la ecuacion para la circunferencia obtenemos una expresion para y, en funcién de x;:

yi= Jr-x/

con lo cual:
A=dxyfrf-x}
Derivando:
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Ut TR Y
X' =rn
x|=rf\5

O sea que un rectangulo cuyo lado mida 2r/4/2 es el de mayor 4rea. Conviene hacer notar que tal rectangulo, ¢s
un cuadrado.

Ejercicios 4.3:

1) Halle el punto de la recta y = 2x - 3 mas cercano al origen.

2) Encuentre los puntos sobre la hipérbola y* — x> = 4 que estan mis proximos al punto (2.0).
3) Encuentre las dimensiones del tridngulo isosceles de area maxima que pueda inscribirse en
un circulo de radio r. (Sugerencia: coloque el circulo en un plano cartesiano con el centro en el
origen y los lados iguales del triangulo simétricamente respecto al ¢je y: cologue el lado
diferente hacia arriba; exprese la base y la altura del triangulo en términos del radio y de las
coordenadas de cada punto)

4) Halle el drea del rectangulo mds grande que se pueda inscribir en un triangulo rectangulo
con catetos cuyas longitudes son de 3 cm y 4 cm, respectivamente, si dos de los lados del

rectangulo se encuentran a lo largo de los catetos.

5) Se inscribe un cilindro circular recto en una esfera de radio r. Encuentre el volumen mas
grande posible de ese cilindro.

6) Entre 0 °C y 30 °C, el volumen V (en cm’) de 1 kg de agua a una temperatura T se expresa
aproximadamente mediante la formula

V =999.87 - 0.06426 T + 0.0085043 T° - 0.0000679 T*

Encuentre la temperatura a la cual el agua tiene su densidad méaxima. (Sugerencia: la densidad
es el cociente de la masa entre el volumen)
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7) E1 24 de abril de 1990, el transbordador espacial Discovery desplego el telescopio espacial
Hubble. Un modelo para la velocidad del transbordador durante esta mision, desde el

despegue en t = 0 hasta que los cohetes auxiliares de combustible sélido se desprendieron en 1
= 126 s, se expresa mediante

V() =0.001302 t* - 0.09029 £ + 23.61 t - 3.083

(en fi/s). Con este modelo, estime los valores maximo y minimo absolutos de la aceleracion
del transbordador entre el despegue y el desprendimiento de los cohetes auxiliares.
(Sugerencia: no olvide que la aceleracion es la derivada de la velocidad con respecto al
tiempo)

8) La resistencia de una viga de madera es proporcional a su ancho y al cuadrado de su altura.
Encuentre el ancho de la viga mas resistente que se puede sacar de un tronco de 16 cm de
didmetro.

9) Una ventana normanda tiene forma de rectangulo rematado por un semicirculo. (Por
consiguiente, el diametro del semicirculo es igual al ancho del rectangulo). Si el perimetro de
la ventana es de 10 m, encuentre las dimensiones de la ventana de modo que se admita la
cantidad més grande posible de luz,

10) Si se cuenta con 1200 cm® de material para hacer una caja con base cuadrada y la parte
superior abierta, encuentre el volumen maximo posible de la caja.

11) Una caja con base cuadrada y parte superior abierta debe tener un volumen de 32 000 em’.
Encuentre las dimensiones de la caja que minimicen la cantidad de material usado.

12) a) Demuestre que de todos los rectangulos con un drea dada, el que tiene el perimetro
menor es un cuadrado.

b) Demuestre que de todos los rectangulos con un perimetro dado, el que tiene el area maxima
es un cuadrado.

13) Un recipiente rectangular para almacenamiento, con la parte superior abierta, debe tener
un volumen de 10 m’. El largo de su base es el doble del ancho. El material para la base cuesta
$100 por metro cuadrado. El material para los costados, $60 por metro cuadrado. Encuentre
las dimensiones que deben usarse para tener el més barato de esos recipientes.

14) Se va a fabricar una lata cilindrica con la tapa superior abierta. Para un volumen dado V.
;cuénto debe medir el radio R a fin de que se use el minimo de material?

15) Se quiere fabricar un tanque compuesto de un cilindro y dos semies_ﬂ‘:ras alos ]adc!s ¥y que
tenga capacidad para 1000 litros. ;Cuanto deben medir el largo de el cilindro y el radio tanto
del cilindro como de la esfera a fin de que se gaste el minimo de material?

16) Un obrero debe fabricar un canal abierto en forma de prisma trapezoidal, de capacidad

méxima. El fondo y los costados del canal deben medir 10 cm y los costados deben estar
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igualmente inclinados respecto al fondo. ;Cual debe ser el ancho del canal en la parte
superior?

17) En los extremos de una calle de un pueblo, que mide 2 km, hay dos fiestas con sonido que
emiten ruido a volimenes diferentes V y V, con V2 = 4V|. Si la intensidad del sonido varia
en proporcion inversa al cuadrado de la distancia, encuentre el punto entre las dos fiestas en
que el escandalo serda menor,
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Apéndice

Respuestas a los ejercicios

Capitulo 1

Ejercicios 1.1 (Pagina 10)

1) (-230)  2)[23] 3) (-4,0)(1 ) 4)(-2,2) 5) (-e0,-5][5,2)
6) (-0,0)(1,3) 7 [-2.2) 8) [2.5] 9) (0,-173]  10)R 23)(-0,12)

1)(0,73)  12) (-03]u[1,0)  13) (-0,-12JU-2.0) 14)R{-1}  15)[-5.5,2.5]

16) b 17)(-3,-2)(2.3) 18) (2/3, 10/3) 19) (-0,-3]0[0,1]

11 1
20) (-—= = 0N = 21)(1,3/2)  22)(-0.1,0.1) 23) [-1.31,-1.29 24) (312, 6/5
)(Ji 2)u{ﬁm) )( ) ) ( ) 23) [ | ) 1

25) (-3,-1)(-1,1/2)  26)(-3,2/3)  27) (o, -1)(0,1)  28) (1,) 29) (-1, Du(1,m)
30) (-0, -1)  31) (-+/2,1)u( V2 )

Ejercicios 1.2 (Pagina 13)

Dx=1,x=4 2)(3,7) 3) (-0,-2)U[2/3,00)  4) (-11,-5)  5) (-o0,0]U[6,0)

6) (w3lul5.®) 7 (59,61) 8)(-w-TU[-3®) 9 (wo-4U2e)  10)[1.3,1.7)

11) (-4/5, 8/5) 12) (1.52, 1.68) 13) [0.49, 0.51] 14) [7.8.82] 15)(0.9, 1.1)
16) [sf4,r 714) 17) (0.59, 0.66) 18) (-e0, 0)(0, 0.9)U[1.25,0)  19) R-{0}
20 (1,3/2) 21) (-0, T/4)(3, 0) 22)[2/3,4)  23) (=o0,-173]U[1,0)

24) (-o,-1JU[ L)  25)(-0.5, 1.5) 26) (1.25,2.75) 27) (=0, 3/2)

28) (-0, O)(4/3, o)
Ejercicios 1.3 (Pagina 16)

DR-{2.3) 2[Lw)  HR(,23HR{2) HR 6OR(2 DR
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Ejercicios 1.4 (Pagina 32)

b

4)

DR, Rz R

/
\ /
N \ /
\ » /
\ ¥

T T T v _ 2 /
" \ N /
. N 1 ? v ¥

9) Dy: [0,90) Ry: [0,00) A 10) Dy: [1/2,00) Ry: (-0,2]

\
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Apéndice Respuestas a los ejercicios

11) Dg: R, Rz R, raiz: {1}, decreciente en R 12) D¢ R, Ry: R. raiz: {1/3}, creciente en R

i

13) Di: R, Rz R, raiz: {2}, creciente en R 14) D¢ [1/2,00), Ry [1/2,20), no raiz, crec.|1/2.00)

/

15) Dg: R - {2}, Ry: R - {-1}.raiz:{3}, crec.Dr 16) Dr:R-{4} Re:(0.0).crec.(-o0,4], decr.[4,0)
\

|

1
1)

17) a) f(x) = Vx* +8, D R b) f(x) =

]___W:'}Z Dr: (-6.-2)(-2.2)U(2.%0)

;s)mg)(x%\,—' D:[-6,5); (h 0 H00)=x + 6|4, D:[-4.0); (g 0 h)x)=v9~x" . D:[-3.3]

19) (f + g)(xHx x-1, D R; (g - Dx)= 343, D: R; (F 0= 3x*+3x2x-2. D: R:
D:R- {1}, (fo g)(x)= 3x*+6x+1, D: R: (g 0 (x)= 3x*-1. D: R.

(f!g)(x)'
20) g(x) = 1+x° . h(x) =x”7 21) g(x) = V1-x , h(x) = ¥x +1

22) g(x) = x*?  h(x) =x - J2+x
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Apéndice Respuestas a los ejercicios

23) (fo g)(x) = ,{ x* +1| —2.,D: (0-33); (g o D) =/(x> —2)*"2 +1,Di(-0,- /2 )} V2 ,0)

24) (fo g)(x) =3/x* + 2> + 1, D: R - {0} ; (g o f)(x) = 3411—
I +2x° +1

JD:R-{-1}

Ejercicios 1.5 (Pagina 38)

B 2) 3)

4)a b 5)

6) 7) 8)

9
1
| T < 2
x1+]+m x<0 X +1 =, x<0 ’;_:'!' x<0
(F+gix)=4x-9  0<x<2 (f-gx)=x-7  0<xs2 (f-gNx)={8-x  0<x=2
5+1/x x>? 5-1/x x>2 5/x x>2

(x*+1)(x=-1) x=0
(f/g)ax)=18-x 0<x<2
Sx x>2
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10)
X+3
(F+glx)=x-1/x
1-x-1/x
0 X<
(f-gx)=4-1 2<x<4
x-1
X
)
x—4+vx-1
Lz+dx-l
f+g)=4 %
(f+g) L+l
x* 3
x'+x—4
(x—4Wx-1
x-1
co=y *
e
(X7 —4)(x+2)
12)a
/ \\

x>4

14)

x<0
2<x<4

x>4

-3<x<-2

2<x<-1

-l<x<l
l<x<3

-3<x<-2

—2<x<-1

-l<x <1

-x-3
(F-gx)=4x+1/x
1-x+1/x
0 x<0
(f/g)x)=1-x* 2<x<4
x1-x x>4
x—4-x-1
——vx-1
U 1 Rl
X 3
x: -
x—4
x-1
1
(gof)=1x™Vx -1
3
X

1<x<3

15)

x<0
2<x<4

x>4

-3<x<-2

-2<x<-1

~-l<x<1
1<x<3

-3<x<-2

-2<x<-1

-1<x <1

2
X+2 l<x<2, 2<x<3



Apéndice Respuestas a los ejercicios

17) 18) 19)

20)

Ejercicios 1.6 (Pagina 45)

1) a) £ = afyT + fo(1-aTy), pendiente: afy, ordenada al origen: #o(1-aTy), b) 1.0007 m,
¢)T=120°C

2) C = 20000 + 1500x 3)a) A =2x> + 480/x, b) 100 cm’ < A, < 225 em’
4)a) P =2x +200/x,b) I0<P <40.67  5)V=mx(18-x)

6) C =a+bx +c, a: para despegar, b: para aterrizar, c: cada kilémetro.

7)a)$ =260 + 4.5[x]. b) 38¢ km. 8)a)d =650t b) s(d) = ¥36+d? , ¢) s(t) = {36+ (6501)°
9)$=24x2 +480/x 10)4<p<8 11)A=5x-4.27 +0.79 12) A =4x - 1.28x°

13) A=6x-0.6x> 14)V=120000-9600[t] 16)a) 144 fi, b) 0.55 <1< 5.45

17) T=25°- 10 h “/km, (-25.25)°

Ejercicios 1.7 (Pagina 48)

Hx=p/5+5 2)p=0.04x" 3)i=65d 4)i=14d> 5d'=¢
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Apéndice Respuestas a los ejercicios

Capitulo 2

Ejercicios 2.1 (Pagina 57)

N4 2)0 3)1/8 0 53 6)-1 7)-7 8)-1/69) 1/4 10)-1/2 11)-172
12)-2 13)-122 14) 3/4 15)0 16)-3 17)3 18)3/4 19)0 20)3
Ejercicios 2.2 (Pagina 60)

12 2o 3)1 4o 50 6)ec 7)3/10 8)4 90 10)w 1w
12)8 13)-w0 14)1 15)-w 16) 17) = 18)-1/5 19)-1/3 2000
Ejercicios 2.3 (Pagina 69)

Dx=%l,y=0 2)x=2,y=-1

3)De R- {14}, raizzx=-2 4) 5) Dy (-20,000(1,20), raiz: x =0,
continua en su dominio, Ry [0,1)0(1,90), disc. en (0.1].
asintotas: x = -4,y = 1. asintotas: x=1.y=1.

6)DeR-{2-3}, raizzx=1, 7)x=-138, 8)x=1 9)

continua en su dominio, x =0.33,

asintotas: x =2,y =1. x=121.
.
| | |
: \‘ |
- )

g -— T

1 \ a2
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Apéndice Respuestas a los ejercicios

10) 11)A=-12,B=-2 12)a=1,b=-3 130

Capitulo 3

Ejercicios 3.1 (Pagina 76)

Hy=12x" 2)y =-12x" 3)y'=%xm 4)y‘=—i 5)f‘(x)=-};x'm 6) f(x) = e x*"'
X

.1

Ny =6x"- %x"” 8)y =18 +8x2 9)y=6t-67+2/ 10)f(x)=- o 15x" +2
Ejercicios 3.2 (Pagina 79)
1) £(x) = 8(2x> - 3) + 4x (8x 2)y' = G+ 100+ 1)Y(E - Tt +2) + 2L-THE + 58 + 1)

3) f(x) = (36x° - 4)(x + 5%) + (%x"” +5)(12x - 4x)

4)y' = (12x3(1 + 2x3) + (1 + 4x°)(4x)
5) fi(x) = (2x - D3x +2) + x(2)(3x + 2) + x(2x - 1)(3)
6)y' = (5 - 12x)(2 - xH)(3x ~6) + (5% - 3x)(~ 20)(3x —6) + (5x - 3x)2 ~ x)(3)

Ty = (%x-m . §4x"’3)(5x5’2 3672 20y + (2% — 4xPY25xR + 21x% - 6x7T)

8) F(x) = (4x%° — 6x)(x + 2x — 1)+ (x* = 3x2 + 8)(3x* + 2)
9)y' = (72x] — x> + 1)(3x — 6x7 + 5x'") + (9x® —x* + x)(3 — 42x° + 55x'%)

vs | 32

10) y' = (6x _3_ xysx7 - 7x—|f3)(9x5-‘6 +axMy + (5x%5 + 4xw)(%x'm + %K-‘fl)(gx-‘fﬁ +

A7) + (5555 + 4xM) (5% 7x"”)(%x""° P Exwu)
11
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Apéndice Respuestas a los ejercicios

Ejercicios 3.3 (Pagina 80)

a_l
_ 2x(x=2)-( +1) X - x P x-)

= — P | — L 2x(2x +8)-2(x* +1)
Dy (x-2) 2)y X By =——

(2x +8)

6x(5x +7x = 2)—(10x + T)(3x* +1)
(5x* +Tx -2y

[(x=2)+(x+D)(Tx -=6)-T(x +1)(x - 2)

4) f(x) =
) fi(x) e

S)P(x)=

(X =6)(x? + 2% + 1)+ (x = 2)2x +2)] - (x = 2)(x* +2x +1)
(x-6)

6) P(x) =

_ (x=1(2x +6))(12%" +50x + 25) + (4x + 4)(dx’ +25x° +25x)
(2x+6) (x-1)

Ny

,_ (AxH10)2x - 3Nx - T) - (4x + 17)(x—9)2x +8)
(2x -3 (x-7)

8)y

L (1267 + 5457 +82x + 48)(5%° —15% —12)(-8x" +11)—(3x” —B)(x* +6x+1 I}~160x" +54x" +82x +48)
¥ (5x7 —15x = 12)°(-8x* +11Y

9

(63x” +32x - 25)[(=6x> —25%* =21x +2) = (11x" —9x" +12x +11)|
0 x = [(=6x° —25%" —21x+2)— (11X’ —9x’ +12x+1 1)’ :
(=51x* —=32x - 33)[(3x* + 5%~ +11x+19)+(18x" +11x’ =36x +41)]
[(—6x" —25x —21x+2)— (11X’ —9x +12x +11)]

Ejercicios 3.4 (Pagina 83)

1) f(x) =99(x + )™
ST S ﬂ)
2)y'=(x"+1) [&

=X
3) E‘(x) = v’l-_x’
) (0 = 1208 + 1)V'(Ex0E +3)° + (¢ + D268 +3)°
) P(x) = 12(x — 1)'(1 — 6x)2% + (x — 1)'}(4)(1 - 6x)*°

6) F(x) = (2x + 31 —2%)° + (2 + 3x)(-18)(1 - 2%)°

127



Apéndice Respuestas a los ejercicios

7y =3[+ (2x - P32 +6(02x - 1)
8) F(x) = ;[,,#J
24x+1-x 2d1-x

|
I+—=
] 2Jx
9y = 1+
2Jx+v‘x+\/; 2x+x

10) oo L 11=5x=3x7 [ (2% + 6)11-5x =3x%) + (S + 6x)(x” + 6x +8)
Y= X rexst (1-5x—3x')

Ejercicios 3.5 (Pagina 85)

2

3x? +2 b'x
Dy=23 2y=2ly INy=+h  4y=-2T1H  gp-_ =
X" +2y a’y
e [T il e EE r 6x=2y—4x'y’
6)y J: 7y \j: 8)y 1+3xy+3y° +y° 9Ny 2x 455y
45 176 9 5
10)y = My=- 12)y= ——x+— 13)y=0 4)yy=—x-=
)y=x Jy=-x )y FTRAT )y )y S
Capitulo 4
Ejercicios 4.1 (Pagina 101)
1) 2) 3)
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Ejercicios 4.2 (Pagina 106)

1)% =3x2% 2)‘:1—‘:‘ =2nr% 3) 111.24 kmh 4)21.39 km/h

5) 692.8 km/h 6)833fUs 7)-24m/s  8)053kmh 9)10.73 fs  10)-1.6 cms
11) 1.008 m/s 12) 296.39 km/h 13) 0.28 m*/min 14) 3.33 cm/min
15)0.0012 fmin  16) 0.38 fUmin 17) 80 cm/min 18) 0.98 cm’

Ejercicios 4.3 (Pagina 110)

1)(1.2.-0.6) 2)(1L,V5). (1~ V5) 3) equilitero de lado V31 4) 3 em’
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Apéndice Respuestas a los ejercicios

5) Ra= Jg Resr. h= %Rﬁr 6) 3.96 °C 7) 8mix = 62.9, 8min = 21.5

8) ancho = 9.23 em, grosor = 13.06 cm Nx=195m,y=097m 10) 4000 cm’

11)x=40em,h=20cm 13) largo = 3.3 m, ancho = 1.65 m, altura¥ 1.83 m

I4)R=1\[E 15)R=‘1i—v,h=0 16) 20 cm 17)a 0.77 km de V,
n T
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