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Prélogo

Este libro de matrices y sistemas lineales surge de apuntes que se han utilizado en varias oportu-
nidades en cursos que se imparten a nivel universitario, principalmente, en el curso dlgebra lineal
para Computacién del Tecnolégico de Costa Rica.

Gracias a sugerencias y observaciones que han realizado profesores y estudiantes, este libro pre-
senta una estructura en el desarrollo de los contenidos con la que se espera ayudar a los estu-
diantes de algebra lineal, principalmente. El gran ntimero de ejercicios resueltos con detallada
explicacion, las demostraciones de teoremas expuestas y justificadas en cada uno de sus pasos
realizados y, ademds, los ejercicios propuestos en cada una de las secciones, pretenden que los
estudiantes se apropien de destrezas y habilidades importantes en su formacién académca.

La teoria se desarrolla considerando aspectos de rigurosidad y formalidad, pero no alcanza el
nivel de formalismo que en matematica pura se espera, sino que dicha rigurosidad va de la mano
con la poblacién a la que va dirigo lo desarrollado en el libro: estudiantes de Ingenierias y de
ensefianza de la matematica.

Cartago, 2013. EL AUTOR
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Introduccion

Asociados con las herramientas mas importantes del Algebra Lineal se encuentran los temas rela-
cionados con matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales, que permiten estudiar
con mayor detalle muchas areas de las matematicas.

Por ejemplo, las matrices juegan un papel importante en dreas como: las ciencias sociales y natu-
rales, los negocios, diversas ingenierias, computacién y, ademds, matemadticas pura y aplicada.

Se estudiardn y desarrollardn temas relacionados con el dlgebra de las matrices, aplicaciones de
estas en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, y temas relacionados con determinantes
y sus aplicaciones. En cada uno de los capitulos se presentan ejemplos resueltos, teoremas, de-
mostraciones y ejercicios propuestos. El tltimo capitulo contiene una importante variedad de
ejercicios resueltos asociados con los temas desarrollados.



Matrices

Las matrices, sus propiedades y aplicaciones, son de los temas mas importante en el estudio del
algebra lineal. Este tipo de objetos matematicos permiten representar en forma ordenada y con-
veniente variada informacién con el fin de facilitar su lectura.

Por ejemplo, usualmente las calificaciones finales de los estudiantes en los diversos cursos del
TEC son mostradas en forma tabular. En la tabla que se muestra se presentan las calificaciones de
tres estudiantes del curso de dlgebra lineal para computacién impartido en algiin semestre previo.

| EP1 EP2 EP3 NF

Ana Lucia 70 78 94 80
Ricardo 47 58 65 55
Ernesto 68 72 66 70

En esta tabulacién de datos EP1, EP2, EP3 y NF significan, respectivamente, calificacién del primer
examen parcial, calificaciéon del segundo examen parcial, calificacién del tercer examen parcial y
nota final.

Determinar la calificacién de Ricardo en el tercer examen parcial o determinar la nota final de
Ana Lucia serfa muy sencillo con ayuda de esta tabulacién. Si quedan claramente definidos los
encabezados y el orden para los nombres de los estudiantes, el arreglo anterior se puede resumir
mediante la representacion de tres filas y cuatro columnas de ntiimeros reales que se muestra a
continuacion:

70 78 94 80
47 58 65 55
68 72 66 70

Se definirdn algunos conceptos basicos relacionados con el tema de matrices, tipos especiales de
matrices, operaciones que se definen entre matrices; ademads, se estudiard el concepto de matriz
inversa y se definiran las operaciones elementales sobre las filas de alguna matriz.

2.1 Conceptos bdsicos y definiciones

Se iniciard con la definicién de algunos conceptos bésicos relacionados con matrices y aspectos
varios de notacién.



Definicién 2.1 (Matriz en R)

Matrices

Una matriz en R es un arreglo rectangular de ntimeros reales distribuidos en filas y columnas.

En general, una matriz real A que tiene m filas y n columnas es un ordenamiento de ntimeros

reales de la forma:

ai
asi

ail

am1

ain
an2

a2

am2

a3
a3

ais

am3

dondea;; €R,Vi,jeNcon1<i<m,1<j<n

Notacién

(1]]'

az_,-

Aain

axn

Amn

@ Si una matriz A tiene m filas y n columnas se dice que A es de tamafio mxn o que A es de
orden mxn. Si m =n, se dice que A es de orden n

@ Cada numero real a;; del ordenamiento es llamado elemento de A o entrada de A

@ A(; representa la i-ésima fila de A; asi,

@ AU representa la j-ésima columna de A; asi,

Ap= (a1 an

amj

Qin )

@ El elemento a;;, entrada de A que estd en la i-ésima fila y en la j-ésima columna,” es también

denotado como (A);;

@ El conjunto formado por todas las matrices de tamafio mxn con entradas reales es denotado

como My, (R). Si m = n, simplemente se escribe M, (R)

“En casos de ambigiiedad, con respecto al ntimero de fila o de columna, es valida la notacién a; ;



Considere la matriz B, definida por

-5 3 0 -7
B= 1 0,75 =31 0,5
In2 e¢7 4 cose

@ Determine el tamarfio de B

@ Enuncie, en caso de existir, el valor de (B),3, (B)4y, (B) 1, (B) 14, (B)34 ¥ (B)3,, respectivamente.

© Determine el valor de la expresion siguiente: (B) 5 - (B)3, +

Solucion

@ B es de tamario 3x4, ya que B tiene tres filas y cuatro columnas.

O (B)y;=-31 (B} =—5 (B)34 = cose
(B)4; no existe (B)1a=—T7 (B)3; =In2
O (B3 (Bl + Egizz = %6l e
BB+ (12 = 0450
- 0+
16
3

La matriz D, definida por

a © o

!

D—
(<D>11 <D>41> (D)3 lln
1

es una matriz de tamafio 4 x 1 en la que +2(D),, = —, ya que
q 5+ D), (D)3 =~ yaq




Matrices

Ejemplo 2.2 - continuacién

() + @) O (8+-7) %
5+ O Pl = "o+
-
= -0
5 +2n
T
= Z+2
S—i— T
_ lm
-5

La matriz C, definida por
C=(-7 21 -3 -1 0)

es una matriz de tamarfio 1 x5, en la que (C),, = —1

Sea A € M3 (R). Determine la matriz A, de manera explicita, si se tiene que:
(-2 si i=1,2,3, j=1
<A>ij: i(—l)iﬂ

sii=1,23, j=2,3
itj—1 ' /

Definicién 2.2 (Igualdad de matrices)

Sean A,B € My, (R). Se dice que A y B son iguales, y se escribre A = B, si se cumple que

<A>ij:<B)ij,Vi,jeNcon1gigm,lgjgn

De acuerdo con la definicion anterior, para determinar si dos matrices son iguales se debe cumplir
que dichas matrices tengan el mismo tamario y que, ademads, todas sus entradas correspondientes
sean iguales.



Determine, de ser posible, valores para las incégnitas x,y,z € R de manera que se cumpla, respec-
tivamente, la igualdad entre cada par de matrices.

o
-5 —7 z+1 =49
E= y 0,5 F= 1 Cosg
—vi16 x—1 —Ine* y—2x

(2]

2 _ 2 _ g2 _2\4
A F-1 09 52 2 b (3 (-3) 25 y+4z
y 2 yz -1

Definicién 2.3 (Matriz transpuesta de una matriz)

Sea A € My, (R). La matriz transpuesta de A, denotada como A’, es la matriz de tamafio nxm, tal
que
(A'),;=(A);,VijeNcon1<i<nm1<j<m

Con base en lo anterior, se puede asegurar que la matriz transpueta de A es aquella matriz que se
obtiene a partir de A luego de escribir cada fila i como columna i. En general, si

ar  diz a3 o A
axy ax a3 - A
A=
Aml dm2 Am3 - dmn
se tiene que
arr a2 -t dml
aip ax o am
Al=| @3 a3 - ams
Ain A2n " dmn
. (=) 2j—i) . . . : .
SiD € Maxz (R), tal que (D);; = M'—(")’VZ’] €Nconl<i<4,j=1,2, determine lo que se
in(i,j
pide en cada caso.
(1 )] Q D Q@ D,
> (s ol (s Jo
o (») 9 Dy Q Dy




Matrices

Ejemplo 2.4

Demuestre que si A € M, (R), entonces (A')" = A

Solucion

Para demostrar que (At )l =A, con A € My, (R), basta demostrar (entrada por entrada) que
<(A’)’> = (A);,Vi,j€Ncon1<i<m1<j<n

ij
Veamos:

Vi,jeNconl<i<m,1< j<nsetiene que

< (At) t > ij - <At >j,' definicion 2.3

< A> 5 definicion 2.3

At ((4)') = @A)y VijeNeonl<i<m1<j<n
L

. (At)t —A

2.2 Tipos de matrices y resultados

Frecuentemente, se estara trabajando con matrices que presentan cierta particularidad; algunas
de ellas se definen a continuacién.

Definicién 2.4 (Matriz cuadrada)

Una matriz A es una matriz cuadrada si, y solo si, A € M, (R)

La definicién anterior indica que una matriz cuadrada es aquella que posee igual ntimero de filas
y de columnas; es decir, un arreglo de ntimeros de tamafio nxn. Si A es una matriz de tamafio
nxn, se dice que A es de orden n. Toda matriz cuadrada A de orden n es un arreglo de la forma

ajy app - A
ay axp -+ A
A pu—
apl dp2 - App
Los elementos ay1,a2,a33, . . .,a.,, conforman lo que se denomina diagonal principazl1 de A.

1En adelante se empleara simplemente el término diagonal de A para hacer referencia a estos elementos; note que este
es un concepto exclusivo para matrices cuadradas.



Se dice, ademds, que el elemento (A),; estd bajo la diagonal de A si se cumple que i > j; similar-
mente, si i < j se dice que el elemento (A),; estd sobre la diagonal de A.

Ejercicio 2.4

Enuncie alguna matriz B que cumpla, simultdneamente, las condiciones siguientes:
@ Los elementos de su diagonal son entradas de la forma 2, con A € Z

@ Besde orden 6.

Los elementos sobre su diagonal son menores que la suma de los elementos de la diagonal.

o (B)ij:jfi,Vi,jconi>j

Definicién 2.5 (Matriz columna)

Una matriz A es una matriz columna si, y solo si, A € M, (R)

En general, una matriz columna de tamafio m x 1 es un arreglo de m filas y 1 columna de la forma

Aam1

Definicién 2.6 (Matriz fila)

Una matriz A es una matriz fila si, y solo si, A € M}, (R)

En general, una matriz fila de tamarfio 1 x»n es un arreglo de 1 fila y n columnas de la forma

(an an az - ap)

Definicién 2.7 (Matriz identidad)

Una matriz A es una matriz identidad si, y solo si, los elementos de su diagonal son todos iguales
a 1 y sus restantes elementos son iguales a 0.

La matriz identidad de orden n serd denotada como I,; de esta manera, se tiene que

1 sii=j . . . .
(I,,)ij:{ 0 siit] Vi,jeNconl1<i<nl1<j<n



Matrices

@ La matriz identidad de orden 5 es la matriz

1 0 0 0O
01 00O
Is=| 0 0 1 0 O
00010
0 0 0 01

© La matriz identidad de orden 2 es la matriz

Definicién 2.8 (Matriz nula)

Sea A € M, (R). La matriz A es una matriz nula si, y solo si, todas sus entradas son iguales a 0.

La matriz nula de tamarfio mxn serd denotada como O,,x, (si m = n se denota como O,); de esta
manera, se tiene que

(Omxn)ij:O,Vi,jeNconl§i§m71gjgn

Ejemplo 2.6

@ La matriz nula de tamafio 2 x5 es la matriz

00000
(b”“<o 00 0 0)

© La matriz nula de tamafio 1 x4 es la matriz

Oixa=(0 0 0 0)

© La matriz nula de orden 3 es la matriz

0O; =

S O O
S O O
oS O O
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Definicién 2.9 (Matriz diagonal)

Sea A € M, (R). La matriz A es una matriz diagonal si, y solo si, todos los elementos de A que no
estdn en su diagonal son iguales a 0.

Con base en la definicién anterior, si A es una matriz diagonal de orden n, se cumple que

<A>ij = { gii Sslil;é]j dondeg; e R,VieNcon1<i<n

Es decir, A es de la forma

ai; 0 0 0

0 an)n 0 0

A= 0 0 ass 0
0 0 0 ann

Definicién 2.10 (Matriz triangular superior)

Sea A € M, (R). La matriz A es una matriz triangular superior si, y solo si, (4); ;=0,Vi,jconi>j

De esta manera, si A es una matriz triangular superior todos los elementos de A que estdn bajo su
diagonal son iguales a 0; es decir, A es de la forma

air aip aiz o dig

0 axn axy --- am

A— 0 0 a3z - az
0 0 0 Ann

Definicién 2.11 (Matriz triangular inferior)

Sea A € M, (R). La matriz A es una matriz triangular inferior si, y solo si, (4);; =0, Vi, j con i < j

Asi, si A es una matriz triangular inferior todos los elementos de A que estan sobre su diagonal
son iguales a 0; es decir, A es de la forma

all 0 0 0
ay axp O 0
A=]| a1 ax ax -+ O

dpl Adp2 dp3 - dpp



Matrices

Enuncie una matriz como ejemplo para cada uno de los primeros cuatro enunciados y responda
la pregunta del dltimo del ellos.

© Matriz triangular superior de orden 5.

© Matriz diagonal de orden 4.

© Matriz triangular inferior de orden 2.

@ Matriz triangular superior e inferior, simultdneamente, y de orden 3.

@ ;Cudles son los tipos en los que se puede clasificar la matriz 04?

2.3 Operaciones con matrices

En esta seccién se estudiardn las operaciones que se definen en el conjunto M,,., (R) y algunas de
sus propiedades més relevantes.

Definicion 2.12 (Adicién de matrices)

Sean A, B € My, (R). Se define la suma de A y B, denotada como A + B, como la matriz de tamafio
mxn dada por

+B).. = ..+ (B b,jeNconl<i<m,1<j<n

ajilr ap - A biy b - by
axn byy by - by
En términos generales, SiA = . yB= . . . entonces
Amn bmi by -+ bun
ai1+biyr  ap+bp - ap+biy,
6121—1—1721 ap+by - ay+by
am1+bn11 am2+bm - Amn+ b
2 —4 0 1 13 —-10 11 -1 15 —14 11 0
-1 35 =2 |+ 4 15 10 8 | = 3 18 15 6
-8 -3 7 11 7 0O 4 -3 —1 -3 11 8

2Observe que la adicién de matrices con tamafios diferentes no est definida.



Definicién 2.13 (Multiplicacién de un niimero real por una matriz)

Sean A € M, (R) y A € R. Se define el producto de A y A, denotado como A - A, como la matriz de
tamafio mxn dada por

(A-A);;=A-(A);;,Vi,jENcon1<i<m,1<j<n
ayy ap - A
) ay axp -+ ayy
Asi,sihAe RyA= . . . entonces®
aml Aam2 - Amn
hair Aapp - Maig
Aazi  Aaxy -+ Aay,
M = . ) )
xaml }\famZ cee an
Ejemplo 2.8 N
Sik,reR
_s —1 3 ry_(5 —15 —5r
0 24k =5 /) \ 0 —10-5k 25

Definicién 2.14 (Sustraccion de matrices)

Sean A,B € M, (R). Se define la resta de A y B, denotada como A — B, como la matriz de tamafio
mxndadaporA—B=A+(—1-B)

En términos generales, (A —B),; = (A);; — (B),;,Vi,j € Ncon 1 <i<m,1 < j <n; de esta manera, si

ij

ayy  app o aip biy by -+ by
a1 axp - ay byy by -+ by
A= . . . yB= . entonces
aml Am2 - Amn bumi bw - b
an—bn  anp—b -+ ap—bn
a1 —by  an—>bxy - ay—by
A —_ =
aml —bm1 @m2—bma -+ Aun — b

3Usualmente, se escribre AA en vez de A - A.

13



Ejercicio 2.6

Matrices

2 -1
0 3
1 -2

A=

ADA+D

@ D+A

O A+D+2C
O A-55
O 052 +C
O 052 +A
Q@ (A+D)

—6

5

7 —4 11
4 B=

(8 1 0

QA +D

QD-D

@ p-25
Q@ B-B

®22o-p
® 3B+C

QD 5528

Considere las matrices y realice, si esta definida, la operacién que se indica en cada caso.

=5 4 -1 2 0
> C= 2 3 D= -4 5 -6
-1 -1 7 0 10

Q B2
@ A +D
® 204+D)
Q® 24-20
Dc-»n
(%0 J: e
Q-5

Sia,peRyA,B,Ce My, (R), entonces:

D A+B=B+A

la adicién es conmutativa en M, (R)

O A+(B+C)=(A+B)+C

© A+ Onxn=Onxn+A=A
O A+ (—A)=(—A)+A = Opxn
© a(pA) = (ap)A

QO cd+aB=a(A+B)

@ aA+BA=(a+B)A
Q1A=4

Demostracion resultado (1)

la adici6n es asociativa en M, (R)
Ouxn €s el elemento neutro aditivo en M, (R)

en M., (R) toda matriz posee matriz opuesta aditiva

Para demostrar que A + B = B+ A basta probar que, entrada por entrada,

(A+B);; = (B+A)

Veamos:

ij’

Vi,jeNcon1<i<m,1<j<n

Vi,jeNconl<i<m,1 < j<nsetiene que
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Demostracién resultado (1) - continuacién

(A +B>ij = <A>1~j + <B>ij definicién 2.12
= <B> lj + <A>lj conmutatividad de la adicién en R
= <B +A>ij definicion 2.12
Asi, <A+B>ij = <B+A>l~j,Vi,j€Nconl§i§m,l§j§n

SA+B=B+A

Demostracion resultado (6)

Para demostrar que se cumple la igualdad aA + oB = /(A + B) basta probar que, entrada por
entrada,

(oA +aB),;; = (o (A+B)),;,Vi,j€Ncon 1 <i<m,1<j<n

ij>
Veamos:
Vi,jeNcon1<i<m,1< j<nsetiene que

<OC (A +B)>if = (x‘<A+B>ij definicion 2.13
= o <A>ij + <B>ij) definicion 2.12
= o <A> l] + o <B> U distributividad de - respecto de + en R
= <O(A>ij + <aB>ij definicién 2.13
= <(XA + (XB>1- i definicion 2.12
Asi, (0(A+B));; = (0A+aB);,VijENconl<i<m,1<j<n

S.0A+aB=0a(A+B)

Demuestre los demads resultados del teorema 2.1.

Ejercicio 2.8 N

Sean A,B € My, (R) y a € R. Demuestre las propiedades siguientes.

Q@ A-B=-B+A Q (0cA) =oA’ Q@ A-B)'=A"-B
O oA —oB=0(A—B) O A+B)=A"+B

r
\




Matrices

Definicién 2.15 (Multiplicacién de una matriz fila por una matriz columna)

Sean A € M, (R) y B € Myxi1 (R). Se define el producto de A y B, denotado como A - B, como el
namero real dado por

AB=Y" (A)y (Bl

>¢-
Il
iy

by

by

En términos generales, siA= (a;; aip -+ ap, )yB= , entonces*

bnl
AB = aybi1 +aizba + - +aibn

~

3
5
SiA=(2 -7 0 -1 4 )yB=| 15 | entoncesAB=—27,yaque
=2
0
3
5
AB = (2 -7 0 -1 4)| 15
-2
0
= @B+ (=1N6)+0)(15)+(=1)(=2)+(4)(0)
6—-354+0+4+2+0
= =27

Definicién 2.16 (Multiplicacién de matrices)

Sean A € My (R) y B € M, (R). Se define el producto de A y B, denotado como A - B, como la
matriz de tamafio m xn dada por

P
(AB);; =Y (A)y(B);,Vi,jeNcon1<i<m,1<j<n
i A :

Como el elemento de AB que est4 en la fila i y columna j se obtiene multiplicando® la i-ésima fila
de A con la j-ésima columna de B, el producto de estas dos matrices existe si, y solo si, el nimero
de columnas de A es igual al ntimero de filas de B.

4Observe que la multiplicacién de una matriz fila por una matriz columna (en ese orden) estd definida, Ginicamente,
cuando ambas matrices poseen el mismo nimero de elementos.
50tra forma de escribir este resultado es (AB>,-j :A(,-)BU),W,J' eNconl1<i<m,1<j<n




) 1 4 -3 4 I -1
Considere las matrices A = ( 3 5 _q ) yB= 09 0 2
1 6 -2 5

Como A tiene 3 columnas (A es de tamafio 2x3) y B tiene 3 filas (B es de tamafio 3x4), el producto
-2 23 -6 16
Y

AB esta definido; ademads, AB es de tamafio 2x4 y se tiene que AB = ( 16 15 17 —78

que

—6+0+4 8-9+424 2+0-8 —2-2+20

—94+0—7 12+445-42 340+14 —3+10-35
B -2 23 —6 16
-\ -16 15 17 -28

Note que el producto BA no estd definido en este caso, ya que el nimero de columnas de B no es
igual al namero de filas de A.

Ejercicio 2.9

Considere las matrices y realice, si estd definida, la operacién que se indica en cada caso.

4 11 2 1
A=(-1 0 -2) B=|5 -3 0 c=|21
1 20 12
1 -3 2
D= -1 2 F:( j ) G=| 1
0 2 B 0
@ Cr-3G Q@ DA @ 4G
Q DL O G'D+2F QD Ga-B
© LD Q —2(BC) @ 2kA - (C+D)
O 5D Q@ (-2B)C Q AC+4D
© (AD) @ c-DF @ (c+D)A
0 A'D Q@ cF-DF QO A(C+D)
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Axioma1 SiA,B,D € M, (R),C € Myxp (R) y F € My (R), entonces:
Q@ A=B=A+D=B+D
@ A=B=FA=FB

Q@ A=B=AC=BC

SiA,B € Muxn(R),C € Myxp(R),D € Mpyys(R) y F € My (R), entonces:

o FA+FB=F (A + B) distributividad de - respecto de + en matrices (por la izquierda)
e AC+BC = (A +B ) C distributividad de - respecto de + en matrices (por la derecha)
e (AC ) D=A (CD) asociatividad de la multiplicacién de matrices
o I,A=A=AI, I es el elemento neutro multiplicativo en matrices

Demostraciéon resultado (1)

Para demostrar que se cumple la igualdad FA 4+ FB = F (A + B) es suficiente probar que, entrada
por entrada,

(FA+FB);; = (F(A+B));;,Vi,jeNcon1<i<r1<j<n

ijs
Veamos:
Vi,j€Ncon1<i<rl<j<nsetieneque

<FA +FB>ij = <FA>ij + <FB>ij definicién 2.12

m m

= <F>ik <A>kj + Z <F>ik <B>kj definicion 2.16
k=1 k=1

= Y (Fal@y+FrtBry)  Farfu-faw
k=1 B B B
m

= Z <F>lk <<A>kj + <B>kj) dist. de - respecto de + en R

»
Il

<F>ik <A + B>kj definici6n 2.12

Il
<5 s

(A +B ) > ij definicién 2.16

Asi, (FA+FB);; (F(A+B));:,Vi,jeNcon1<i<rl1<j<n

ij?

-.FA+FB=F (A+B)

Ejercicio 2.10

Demuestre los demaés resultados del teorema 2.2.




Ejercicio 2.11 N

Sean A,B € Myn (R),C € My (R),D € My (R) y o0 € R. Demuestre las propiedades siguientes.
Q-1 @ (o) =ca' @ (0A)C=A(0C) = a(AC)
9 OrscmA = Orxn e DA—DBZD(A—B)
eAOnXp:Omxp eAC*BC:(A*B)C

2.4 Matrices no singulares

Algunas matrices cuadradas cumplen con ciertas condiciones que nos dirigen hacia un estudio
mads detallado respecto de ellas y de algunas de las propiedades que satisfacen. Las matrices no
singulares poseen una serie de aplicaciones sumamente importantes en el estudio de esta materia.

Definicién 2.17 (Matriz no singular)

Sea A € M, (R). Si existe alguna matriz A’ de orden n, tal que AA" = I, y A’A = I,, entonces se dice
que A es una matriz no singular o invertible.

Si A es una matriz no singular de orden n, toda matriz A’ que satisfaga AA’ = I, y A’/A = I, es
llamada una inversa de A y denotada como A~!; de esta manera, si A es una matriz no singular de
orden n se cumple que AA~! =A"1A =T,

Si A no posee matriz inversa alguna, se dice que A es singular.

3 3 —1 0 -1
SisetienequeA=| 2 2 —1 |entoncesA'=|[ 1 0 —1 | esunamatrizinversa deA4,
3 2 -1 2 =3
ya que
3 3 -1 0 -1 1
A = 2 2 - 10 -1
3 2 -1 2 -3 0

0+3-2 —-3+0+3 3-3+0
= 0+2-2 —2+0+3 2-2+40
0+2-2 —-340+3 3-240

Ejemplo 2.11 N
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Ejemplo 2.11 - continuacién

1 0 0
= 01 0
0 0 1
y, ademas
0 -1 1 3 3 -1
A7lA = 1 0 -1 2 2 —1
2 -3 0 3 2 -1

0-2+3 0-242 0+1-1
= 3+0-3 3+0-2 —-1+0+1
6-6+0 6-6+0 —2+3+0

|
S e
o - o
- o o

esdecir, AA ' =A"A=§

Teorema 2.3 (Unicidad de la matriz inversa de una matriz no singular)

Si A es una matriz no singular de orden n, entonces la matriz inversa de A es tnica.

Demostracién

Como la matriz A es no singular de orden 7, existe al menos una matriz de orden n que es inversa
de A. Supongamos que By C son dos matrices inversas de la matriz 4, tales que B # C; es decir, se
cumplen los resultados siguientes:

AB=BA=1, (2.1)
AC=CA= I, 2.2)
Por otra parte, se tiene que:
B = B I n 1 es el elemento neutro multiplicativo
= B (AC) resultado (2.2)
= (BA) C asociatividad de la multiplicacién de matrices
I}'l C resultado (2.1)

= C 1 es el elemento neutro multiplicativo



Demostracion - continuacion

Asi, B = C (=€)

..Si A es una matriz no singular, A~! es tinica.

. .. . . 2 =2
Determine, en caso de existir, A~ si se tiene que A = < 0 4 )

Solucion

c d
Como A es no singular, se debe cumplir que AA™' = Ly que A~ 'A = b
Veamos (considerando la primera de las igualdades):

(o ) a)-(o 1)
- (%))

2a—2c=1
2b—2d =0

4c=0
4d =1

Supongamos que A es no singular y que Al = < a b )

N —
-

De esta manera, siA~! = entonces AA~! = I

FNI,
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Solucion - continuacién

Ahora, es necesario determinar si con la matriz A~! encontrada anteriormente se satisface la igual-
dad A~!'A = L, o no.
Veamos:

B 140 —1+1
o 0+0 O0+1

- (o 1)

= b
Asi,A7'A = b
I 1
| 2 4
..A esno singular y, ademds, A~ =

1
0 —
4

Ejercicio 2.12

Determine, en caso de existir, la matriz inversa de cada una de las matrices siguientes.

0D=<;_(1)> Qr= (1)_(1) —1 9G:<‘21 :é)
2 -3 0

r

SiA,B € M, (R), tal que A y B son matrices no singulares, entonces AB es una matriz no singular y
(AB)"' =B~ 14!

Demuestre el teorema 2.4.




El teorema que se enuncia a continuacién simplifica el proceso de comprobacién relacionado con
la no singularidad de toda matriz que sea invertible; su demostracién requiere temas que se anali-
zan posteriormente y estd desarrollada en el Ejemplo 5.16.

Sean A,B € M, (R), si BA = I, necesariamente AB = I,

Anteriormente, para determinar si alguna matriz cuadrada A es no singular se debia encontrar
una matriz B del mismo orden que A tal que satisficiera las condiciones AB = I y BA = I; con este
teorema, esta comprobacién se reduce a considerar cualquiera de las dos igualdades, ya que con
una de ellas se garantiza la otra.

SiA € M, (R), tal que A es una matriz no singular, entonces (A")_1 =A

Ejercicio 2.14

Demuestre el teorema 2.6.

Definicién 2.18 (Matriz simétrica)

Sea A € M, (R). La matriz A es una matriz simétrica si, y solo si, A = A’

Definicién 2.19 (Matriz antisimétrica)

Sea A € M, (R). La matriz A es una matriz antisimétrica si, y solo si, A = —A’

Ejercicio 2.15

Sean A € M, (R),B,C € Myxm (R) y D,F € My, (R), tal que A es una matriz no singular. Demuestre
las propiedades siguientes.

o 1;171 =1I
@ ()= (a7
© AB=AC=B=C

QO DA=FA=D=F

r
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Definicién 2.20 (Potencia en matrices)

Sea A € M, (R). La matriz A, con k € N, representa la k-ésima potencia de A y se define de la
manera siguiente:

o AOZ In
Q A“=A-A-A---A (kveces A)

Qat= (A’l)k, siempre que A sea no singular

Definicién 2.21 (Matriz peri6édica)

Sea A € M, (R). La matriz A es una matriz periédica si, y solo si, 3p € Z", tal que A?™! = A

Si A es una matriz peri6dica, el menor entero positivo p con el que se satisfaga la igualdad A = A
se llama periodo de A

Definicién 2.22 (Matriz idempotente)

Sea A € M, (R). La matriz A es una matriz idempotente si, y solo si, A> = A

Definicién 2.23 (Matriz nilpotente)

Sea A € M,, (R). La matriz A es una matriz nilpotente si, y solo si, 3n € 7%, tal que A" = Oy,

Si A es nilpotente, el menor entero positivo n con el que se satisfaga la igualdad A" = 0,, se llama
indice de nilpotencia.

2.5 Matrices elementales

El procedimiento realizado en el ejemplo 2.12 para la obtencién de la matriz inversa de alguna
matriz no singular es, en muchas ocasiones, de manejo algebraico laborioso.

Se desarrollardn procedimientos que permiten obtener dicha matriz inversa de una forma mads
eficiente que la mencionada; ademds, se definira el concepto de matriz equivalente que es de
suma importancia en el desarrollo de temas posteriores.

Definicién 2.24 (Operacién elemental sobre las filas de una matriz)

Sea A € M, (R). Una operacién elemental sobre las filas de A es cualquiera de las tres siguientes:
O KF; Modificar la fila i de A multiplicindola por un ntimero real k, k # 0
QF«F Intercambiar las filas i y j de A

© KF;+F; Modificar la i-ésima fila de A sumandole k veces la fila j
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Definicién 2.25 (Matrices equivalentes por filas)

Una matriz B es equivalente por filas con una matriz 4, si B se obtiene a partir de A mediante una
secuencia finita de operaciones elementales sobre sus filas.

Si la matriz B es equivalente por filas con la matriz A se escribe A ~ B.

Ejemplo 2.13 N

Considere la matriz P definida como

|
N
—_
[\S NN
&)

F) <F3 —2F;
Serealiza:P' '~ 0 ~2R

1
Q@ Z= 1 0 —1 5 Serealiza: p 2 312 pN10H AI0H

o B = O _9 5 _4 Se realiza: PZFI:FF3 72,':3:“”2 FZSF:’ B

o F = 1 0 - 1 5 Se realiza: PBFl:er 73FL+F2 F=P

—10 1 9 -28
o H S —3 0 3 —15 Se realiza:PFI SFZ 71"‘2 ZFZ:rFl 453 fi tFZ H

-2 —19 13 —40

\

Con base en las operaciones realizadas en la matriz P del ejemplo anterior para la obtencién de
las matrices Z y F, se puede definir un concepto importante para operaciones elementales: el
concepto de operacién elemental inversa.

Definicién 2.26 (Operacién elemental inversa)

Se dice que una operacién elemental es inversa de otra si aplicando ambas operaciones a alguna
matriz A, de manera secuencial, se obtiene como resultado la matriz A.

En general, para cada una de las operaciones elementales sobre las filas de alguna matriz su
operacion elemental inversa estd definida, respectivamente, de la manera siguiente:
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1
Q iF; Operacion elemental inversa: %F,-, conk #0

QF «F; Operacién elemental inversa: F; <+ F;

O KF;+F; Operacién elemental inversa: —kF; +F;

Ejercicio 2.16

Considere las matrices R, By H del ejemplo 2.13 y, a partir de estas, obtenga la matriz P del mismo
ejemplo utilizando el resultado de la definicién anterior.

Definicién 2.27 (Matriz elemental)

Una matriz elemental de orden n, denotada como E, es toda matriz que se obtiene de la matriz I,
después de aplicarle una, y solo una, operacién elemental.

Una matriz elemental de orden n se dice que es del tipo a, tipo b o tipo c si se realiza, respectivamente,
a la matriz I, la operacién elemental a, b o c de la definicién 2.24; asimismo, toda matriz elemental
de orden n se denota, de manera mas especifica y basados en el tipo que sea, como E,, E, 0 E,

Ejemplo 2.14 N

Son matrices elementales de orden 3 las matrices siguientes:
1 00 1 00 1 0 0
QE=|0 -50 QOE=(010 QE-|010
0 01 0 0 k 1
00 -
k
0 0 1 1 00 1 k£ 0
QE=(010 QE = 010 QE=|1010
1 00 -2 0 1 0 0 1

SiA € My, (R) y B se obtiene de A luego de efectuarle una operacién elemental sobre sus filas,
entonces existe una matriz elemental E de orden m, tal que B = EA, donde E se obtiene de I,
después de efectuar la misma operacién elemental realizada en A para la obtencién de B.




Demostracion

Para demostrar lo que se enuncia, basta probar que las igualdades mencionadas son vélidas para
cada uno de los tres tinicos casos que existen; especificamente, se deben contemplar los tres tipos
de operaciones elementales definidas y verificar, respectivamente, la igualdad entre la matriz By
la matriz EA.
Se desarrollard el caso que contempla la operacién elemental kF;
Veamos:
Sean k € R,k #0y A,B € My, (R). Suponga que la matriz B se obtiene de la matriz A después de
realizar la operacién kF,
En este caso, A y B difieren tinicamente en su r-ésima fila; especificamente, Vi, j e Ncon 1 <i <m,
{ (), siifr
k(A), ; sii=r
Sea E € M, (R) la matriz elemental que se obtiene de I, luego de efectuar la operacién elemental
1 sii=j,i#r
kF,;enestecaso,Vi,jeNcon1<i<m,1<j<m, (E)ij: k sii=j=r
0 sii#j
Se quiere probar que (EA>U = (B>,-j, Vi,jeNconl1<i<m,1<j<n
Partiendo del primer miembro de la igualdad, Vi,j € Ncon 1 <i<m, 1 < j <n, se tiene que:

1 < j<n, se tiene que <B>ij =

<EA>ij = Z<E>il<A>tj

0-(A);;+0-(A)y;+- - +({E); (A);;+--+0-(4),,;

= (E);{4);

. 1-(A);; sii#r

N k-(A),; sii=r

B <A>ij sii#r

B k(A);; sii=r

= <B>ij

Asi, (EA)ij = (B)ij,Vi,jeNcon 1<i<m,1<j<n.

.. El resultado de efectuar la operacién elemental kF; sobre las filas de toda matriz A, es el mismo
que realizar la multiplicacién EA, donde E es la matriz elemental obtenida al aplicarle a I la
operacion elemental kF;

Demuestre los dos casos restantes del teorema 2.7.
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Ejercicio 2.18

3 2 0 -5
Considere la matriz A definida como A = ( 0 3 -3 2 | y las matrices elementales de
1 5 4 -1
1 0 0 1 00 1 0 -3
orden3 E,, E, y E. definidaspor E, = | 0 1 0 |,Ep=| 0 0 1 |yE.=| 0 1 0
0 0 —4 0 1 0 0 0 1

@ Determine las matrices P, Q' y R que se obtienen a partir de A, después de realizar, respecti-
vamente, la operacién elemental —4F;3, F» <+ F3 y —3F; +F;

© Verifique que se cumplen las igualdades siguientes:

@ P=EA
@ O=EA
@ R=EA

© Con base en el teorema anterior, obtenga la matriz U que se obtiene de A después de re-

. . . q . . —3F+F, —4F;
alizarle, secuencialmente, las operaciones elementales sobre filas siguientes: A ~~ ~
e —2F+F

~Y ~Y U'

SiA,B € Myx, (R) y B es equivalente por filas con A, entonces existe una matriz C de orden m, tal

que B = CA, donde C es la matriz producto de un ntimero finito de matrices elementales de orden
m.

Ejercicio 2.19

Demuestre el teorema 2.8.

Toda matriz elemental E de orden n es invertible y su inversa E ~1 es una matriz elemental, que

se obtiene aplicando a I, la operacién elemental inversa de la operacién que le fue efectuada a I,
para determinar E.

Demostracion
Si E es una matriz elemental de orden 1, entonces E se obtiene de I, después de efectuarle alguna
operacién elemental sobre sus filas.

Sea E’ la matriz que se obtiene de I, después de realizarle la operacion elemental inversa de la
efectuada en I, para la obtencién de E.




Demostracion - continuaciéon

Si a la matriz E’ se le realiza la operacién elemental efectuada en I, para la obtencion de E,
el resultado seria esta matriz identidad, ya que el efecto de realizar de manera simultdnea una
operacién elemental y su operacién elemental inversa es la obtencién de una matriz sin cambio
alguno.

De esta manera y basados en el teorema 2.7, EE’ = I,,, 1o que nos indica que E’ es la matriz inversa
deE.

.. Toda matriz elemental E posee como inversa la matriz elemental E~! que se obtiene aplicando
a la identidad la operacién elemental inversa de la aplicada en dicha identidad para la obtencién
deE.

Ejemplo 2.15

1 0 -3 1 03
Las matrices elementales de ordentresE’=( 0 1 0 |yE”=| 0 1 0 | son mutua-
0 0 1 0 0 1
mente inversas, ya que:
1 0 -3 1 0 3
B8 = 0 1 0 10
0 0 1 0 0 1

1+0+0 0+0+0 340-3
= 0+0+0 0+14+0 0+0+0
0+0+0 0+0+0 O0+0+1

1 0 0
= 010
0 0 1

= 13

Note que para obtener E” se aplica a la matriz I la operacién elemental inversa de la aplicada a
la misma identidad para la obtencién de E’.

Ejercicio 2.20

Demuestre que “es equivalente por filas con” es una relacién de equivalencia.

2.6 Reduccion de matrices

Los conceptos y resultados enunciados anteriormente dan lugar a aplicaciones importantes den-
tro del estudio del dlgebra matricial; el concepto de matriz reducida por filas contempla varios de
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los resultados mencionados y permite simplicidad en varios célculos que se presentaran.

Definicién 2.28 (Matriz escalonada reducida por filas)

Sea A € Myxn (R). Se dice que A es una matriz escalonada reducida por filas, si A cumple, si-
multdneamente, las condiciones siguientes:

@ Cualquier fila que contenga entradas distintas de cero precede a toda fila nula (en caso de
existir alguna).

@ La primera entrada distinta de cero de cada fila es el inico elemento no nulo de su columna.

@ El primer elemento no nulo de cada fila es 1 y se encuentra en alguna columna posterior a
la que contiene la primera entrada no nula de la fila que le precede.

Ejemplo 2.16

Son matrices escalonadas reducidas por filas las siguientes:

1 2 -3 0
(% ] 00 01
00 O0O0

1 00

O0lo1 0
00 1
01070
00120

@| 00001
00000
00000

El teorema que se enuncia a continuacién muestra un resultado importante en el estudio del alge-
bra matricial; se garantiza que toda matriz se puede llevar, con base en operaciones elementales
sobre sus filas, a una matriz escalonada reducida por filas.

Teorema 2.10

SiA € My, (R), entonces existe una tinica matriz escalonada reducida por filas R, tal que A ~ R.



Demuestre el teorema 2.10.

Ejemplo 2.17

La matriz escalonada reducida por filas que es equivalente por filas con la matriz A definida como

1 2 -1 0 -7 5 1200 -3 1
-6 —12 0 1 19 -4 001 0 4 —4
A: 4 R: 5
5 4 2 -1 1 -8 estd dada por 000 1 1 o |Yadue
-8 —-16 —6 3 3 22 0 0 0 O 0 0
1 2 -1 0 -7 5 6F1+F 12 -1 0 -7 5
—2F+F3
a—| 6 -12 0 1 19 -4 8F\+F, 00 -6 1 -23 26
B 2 4 2 -1 1 -8 00 4 -1 15 —18
-8 —-16 —6 3 3 22 0 0 —14 3 53 62
1 2 -1 0o -7 5
&P o0 1 - 2 B
0 0 4 -1 15 —18
0 0 —14 3 53 62
1 19 2
120 -5 -¢ 3
- 1 23 _13
—4F,+F3 - = 1D
14F22+F4 001 6 6 3
1 1 2
000 -3 -3 -3
2 2 4
oo0o0 3% 3 3
1 19 2
120 -5 -5 3
1 23 13
. 001 -5 % —3
0 0 O 1 1 2
2 2 4
0 0O 3 5 3
§F+F1
1ptr2 1200 -3 1
“ipere [0 0 1 0 4 4] o
0 0 0 1 1 2 |
0 00 0 O 0
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Demuestre que la tinica matriz de orden » escalonada reducida por filas que posee inversa es la
matriz I,

Teorema 2.11

SiA € M, (R), entonces A es equivalente por filas con la matriz I, si, y solo si, A es una matriz no
singular.

Demostraciéon

Sean A,R € M, (R), tales que A ~ R, siendo R una matriz escalonada reducida por filas.
Como A ~ R, existe un ndmero finito de matrices elementales E1, E», .. ., Ey, tales que

Ei-...-Er -E;-A=R

Con base en el teorema 2.9, las matrices Ej,E,,...,E; son invertibles y sus inversas respectivas
E 1_1,E2_ 1, s00pldn ! son, también, matrices elementales; de esta manera:

Ei-...-Ey-E{-A=R
= E;"E'-..E'-E.-EyE\-A=E'-Ey'-....E_"-R
= A=E "E'-...E;'R

De la tltima implicacién, se tiene que la matriz A es invertible si, y solo si, la matriz E|” ! Ey TP
E . R también lo es.

Con base en el teorema 2.4, dado que las matrices E; ! JES L E, ! son invertibles, el producto
E; L -E5 L. -E L. R es envertible si, y solo si, R es invertible; luego, A es invertible si, y solo si, R
lo es.

Como R es una matriz de orden n escalonada reducida por filas, R es no singular si, y solo si, R es
la matriz I,
.. Si A es una matriz de orden n, A es no singular si, y solo si, A ~ I,

Observe que:

E.-...-Er-E1-A=1,
= A'=E....-E-E
= A '=E.. . Ey-E| -1,

De esta manera, para obtener la matriz A~! se aplican a I, las mismas operaciones elementales
que se deben aplicar a A para la obtencién de I,

En el jemplo que se enuncia a continuacién se muestra una estrategia, fundamentada en la de-
mostracién del teorema anterior, para determinar si alguna matriz es no singular y, simultdnea-
mente, hallar su inversa (en caso de existir).



Ejemplo 2.18 N

31 2
Para determinar la matriz inversa, en caso de existir, de lamatrizA=| 2 —1 0 | sepueden
3 2 3
seguir procedimientos similares al siguiente:

3 1 2|1 0 O 1 2 211 -1 O
2 -1 0|0 1 0| &M 2 1 0|0 1 0
3 2 3|0 0 1 3 2 310 0 1

—2F1+F 1 2 2 1 -1 0

S Lo o5 4 2 0

0 -4 —-3|-3 3 1

1 2 2 1 -1 0

B Lo s 42 30

0 1 1] -1 0 1

1 2 2 1 -1 0

DE 0 1 1|-1 01

0 -5 —4| =2 30

—2R+F 1 0 0 3 -1 -2

SR 01 1]-1 0 1

00 1|7 3 5

1 00 3 -1 =2

R o1 0] 6 -3 —4

0 1|-7 3 5

Como la matriz A es equivalente por filas con la matriz I3, entonces A es una matriz no singular y

3 -1 -2
su inversa es la matriz A~! = 6 —3 —4 |, matriz que se obtuvo de I3 después de realizar
=7 3 5

las mismas operaciones elementales que las efectuadas en A para la obtencién de Iz

Ejercicio 2.23 \

Utilizando operaciones elementales sobre filas determine, en caso de existir, la matriz inversa de
cada una de las matrices siguientes.

1 0 4 11 1
Q@r=|(0 -10 Qz=(21 -1
4 0 1 1 0 —2
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Ejercicio 2.23 - continuaciéon

—25 2 -6 12 16
Q H-= 3 I O T T
—6 Q:G= 1 -2 6 6
o seno 0 4 3 -6
CcoS
B:
o ( —seno coso >
arg ann
QA= -2 -1 eL_(élzl a22>
1 3
-1 -3 5 4 -3
1 2 Qor=( 10 7 6
—1 -4 &8 -6 5

Definicién 2.29 (Rango de una matriz)

Sea A € M, (R). Si R es la matriz escalonada reducida por filas equivalente con A, se define el
rango de A, denotado como r(A), como el ntimero de filas no nulas que posee la matriz R.

Ejemplo 2.19

1 2 -1 0 -7 5

-6 —-12 0 1 19 -4

2 4 2 -1 1 -8

-8 —-16 -6 3 3 22

que su matriz escalonada reducida por filas equivalente por filas (ver ejemplo 2.17) estd dada por
1 200 -3 1

Si A es la matriz definida por A = se tiene que r(A) =3, ya

R_oo1o 4 —4
“"loo0oo01 1 2
0000 O O

Ejercicio 2.24

Verifique que r(A) = 2, si se tiene que A =




Teorema 2.12

A € Myysn (R), entonces r(A) <m

Teorema 2.13

A € M, (R) es no singular si, y solo si, r(A) =n

2.7 Ejercicios

2.25 Considere las matrices

2 3 -1 0 -2 1 3 2
A - B = =
( -3 4 5 ) ( -5 0 3 ) ¢ < 4 -1 )
De las dos operaciones que se enuncian, realice la vinica que es posible efectuar y, ademds, justifique por qué
la otra no estd definida.

©Q —2C+A'B Q AB' +3C

2.26 Sea k # 0y sean A,B,C y D matrices definidas por:

1 0 -1 0 1
A=1| 0 1 B=| -1 0 1 C:(_fé?)l):("éé)
30 21 2

De las operaciones que se enuncian, realice aquella que esté bien definida. Justifique por qué las otras tres
no se pueden realizar.

QO (AC) +B! Q@ (BA) '+
@ (CB) -D" Q (ca) ' -1

2.27 Encuentre dos matrices cuadradas A y B no nulas de orden 2 tales que AB = O,

2.28 Considere las matrices siguientes:

1 -1 0 17 11 —24 5 —11 -2
A= 3 2 1] B=[-15 0 5| c=| 5 4 -1
2 0 -1 2 5 -9 3 -4 —4

@ Calcule2A—-C

12 10 =27
@ Si se sabe que (2A —0)' = 5 4 —11 |, determine una matriz X de tamafio 3 x3 con
—4 -3 9

entradas reales, tal que 2AX —B = CX
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2.29 Considere las matrices siguientes:

-3 2
-2 1 31 4
A:< ) B:( ) c=( o 1
03 2 0 -5 L s
Calcule:
Q B-2C @ (4B)C Q AC
2
9 4B O A(BC) 0 4

2.30 Encuentre la matriz X que satisface la ecuacion A (X' +C) = D, donde:

1 -1 0 12 11
A=lo0o 1 0], c=(3 4], b=(3 0
0 0 3 05 13

2.31 Para cada una de las matrices que se enuncian determine su inversa (si existe):

2 -3 1 2 3
A:
° (7 11) QA= 2 5 7
-2 —4 -5
4 3 3
QA= -1 o0 1 102
-3 -2 _2 QA= 2 -1 3
4 1 8
eAz(i z>conad—cb7é0 -1 2 -3
Da=| 2 1 o0
s o1 4 -2 5
—1 0 1 @A: 4 _3
| 6 3 -3 4
A=(
© ( 2 —12> 1 -2 1 0
1 -2 2 -3
—11 2 2 QA_ 0 1 =1 1
Q4= 4 0 1 2 3 -2 3
6 —1 -1
1 2 31
3 -2 -1 1 332
QA= 4 1 2 Q- 2 4 3 3
2 0 1 1111

2.32 Sea A una matriz cuadrada de orden n tal que A2 = O,xn, demuestre que I, — A es una matriz no
singular.

2.33 Si A € My (R), tal que A> = A, demuestre que Vk € N,

<A+Im)k: m+(2"—1)A



4 3 3

2.34 DeterminesiA=| —1 0 —1 | esinvolutiva o no.
-4 -4 -3
1 -3 —4

2.35 PruebequeA=| —1 3 4 | esnilpotentey determine su indice de nilpotencia.
1 -3 —4

2.36 Verifique que las matrices M y N son idempotentes, con:

2 2 —4 -1 3 5
M=| -1 3 4|, N=| 1 -3 -5
1 -2 -3 -1 3 5

2.37 Dé un ejemplo de una matriz cuadrada de orden 3 que sea antisimétrica.
2.38 En M, (R) se define una relacion R_de la siquiente manera:
VA,B € M, (R),ARB < 3P € M, (R), tal que A= P 'BP

Demuestre que R_es una relacion de equivalencia.
2.39 Sean A,B € My, (R), tales quee A y B son simétricas. Demuestre que:

@ A+ B es simétrica.

© AB no siempre es simétrica.

@ A2 es simétrica.

@ A" es simétrica para todos los valores enteros de n posibles.



Determinantes

Un concepto importante asociado con las matrices cuadradas es el concepto de determinante,
concepto de mucha utilidad por sus variadas aplicaciones: cdlculo de dreas, cdlculo de matrices
inversas, calculo de volimenes y en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, entre otros.
Dado que cada matriz cuadrada estd relacionada con un tinico ntmero real, el determinante
puede ser considerado como una funcién que tiene como dominio el conjunto de la matrices
cuadradas y cuyo codominio es el conjunto de los ntimeros reales.

3 o 1 Definiciones basicas

Algunos de los conceptos més relevantes en el estudio de los determinantes son enunciados a
continuacién. Las definiciones que se consideran son de suma importancia para el desarrollo de
contenidos posterios, relacionados con ciertas propiedades que se cumplen cuando se calculan
determinantes.

Definicién 3.1 (Determinante de una matriz de orden 1)

Si A es una matriz de orden 1, tal que A = (aj;), su determinante, denotado como |A|, det (A) o
|a11], se define como |A| = ay;

Definicién 3.2 (Menor de un elemento)

Si A € M, (R), se define el menor del elemento «;; de A, denotado por M{‘j, como el determinante

de la matriz que se obtiene a partir de A luego de eliminar su i-ésima fila y su j-ésima columna.

Considere la matriz A definida como A = < a4

fl ) Para la matriz A se tiene que:
(&

o M?1:|d|:d o MI?2:|C|:C o M91:|b‘:b o MQZZ‘C”:G




Definiciéon 3.3 (Cofactor de un elemento)

Si A € M, (R), se define el cofactor del elemento a;; de A, denotado por A;j, como el niimero dado
por -
Aij= (1) M

Definicién 3.4 (Matriz de cofactores)

Si A € M, (R), se define la matriz de cofactores de A, denotada como A, como la matriz de orden n
dada por
<Z>ij =A;j,Vi,j,con1<i<n1<j<n

Con base en la matriz del ejemplo 3.1, se tiene que:

@ An=(-D"Mpy=(-1)’d=1.d=d
@ Ap=(-D"ML=(-1)Pc=-1-c=—c
@ Ay =(—1)""M =(-1)Pb=—1-b=—b
@ Ap=(-1)""Mp=(-1)'a=1-a=a

Definicién 3.5 (Determinante de una matriz de orden n)

Sea A € M, (R) con n > 2, el determinante de A se define, de manera recursiva, como el ntiimero

real dado por

|A] = Z <A>1jA1j

J=1

Considere la matriz del ejemplo 3.1 y verifique que el determinante de toda matriz de orden dos
estd dado por

z ‘zad—bc

a
c
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Solucion

Con base en la definicién 3.5 se tiene que:

2
Al = ) (A4

j=1

= (A Au+{A)pAn
a-d+b-—c

= ad—bc

De esta manera, ' =ad — bc

U

a
c

Ejemplo 3.4

Considere las matrices A y B definidas por A = ( i ; ) yB= ( 2 ? >

Para estas matrices se cumple que:

[A|=2-5—1-3
= |A|=
y
[B|=6-1-3-4
= |Bl=-
Asi,

|A] + |B| =7+ —6
= JAl+B/=1

Por otra parte, se tiene que:

2 6 3
wem=|(5 5 )+(5 1))
8 4
= |A+B
assl=| 5§
= |A+B|=8-6-4-7
= |A+B|=20

Observe que, para estas matrices, |A+ B| # |A| + |B|




Para cada una de las matrices que se enuncian calcule, respectivamente, el valor de su determi-
nante.
2 3 1 0 7 —13
04-(5 %) °:=(, 1) °i-(5 )
5 4 a 0 2—x =3
eB_(2—3> eF_(o oc) ®1_< 5 4—x>
-3 2 4 —6 200 =3
oc-( 7 3) °c-(5 3) @« (% )
0 0 2 -3 200 —3a
0o-( ¢4) 015 ) @ (5 )
3 -6 0
Considere la matriz A, definida por A = 0 —3 —2 | yobtenga el valor de |A]
-1 1 -4
Con base en la definicién 3.5 se tiene que:
3
|A| = Z AIJ
Jj=1
= (A An+{A)pAn+(A)3A13
3-A11+-6-A12+0-A3
3.A11—6-A
= 3-(=1’M} —6- (1)’ M},
-3 2 0 -2
N
= 3(1242)+6(0—2)
= 3.1446--2
42 —12
= 30

Asi, |A] = 30

41



Determinantes

Ejemplo 3.6

Considere la matriz B, definida por B =

|B\=i

Con base en la definicién 3.5 se tiene que:

-2 -6 0
—5 —3 -2 | y obtenga el valor de |B]
71 —4

= (B Bu+(B)Bi+(B);3Bis
—2-Bj1+—-6-B12+0-By3

4
|C| = Z Cl/

=1

.

=2
= —3.1-] =5
=7/

Con base en la definicién 3.5 se tiene que:

0 -5 -3 -2
-1 -7 1 -4

= (O1C11+(C)12C12+(C)13C13+(C) 14 Cra
—3-C;1+2-C;2+0-C;3+0-Ciy

= -3-C1+2-Cp»

= =3-(-1)’Mf +2-(-1)° M,

6 0 3 -6
3 -2 |+2-—-1-| 0 -3
1 —4 -1 1

= —2-(-1’M{i—6- (-1’ M},
=5 =z -5 =2
— 1 —6-—1-
‘ 1 4‘ 6 —7 4‘
= —-2(124+2)+6(20—-14)
= —2-14+6-6
—28+36
= 8
Asi, Bl = 8
-3 2 0 0
. . - 3 -2 -6
Considere la matriz C, definida por C = y calcule |C|




Ejemplo 3.7 - continuacién N

= -3.8-2-30 (ver ejemplos 3.5 y 3.6)
= -24-60
= -8

Asi, |C| = -84

En el ejemplo 3.7 se observa que el cdlculo de determinantes con base en la definicién 3.5 puede
ser, en gran numero de casos, un proceso extremadamente tedioso; posteriormente, se estara
enunciando un método mads eficiente para la evaluacién de determinantes.

Demuestre que | I}’l ‘ = 1, Vn € N Pista: utilice induccién matematica sobre n

3.2 Propiedades bdsicas

En el estudio de determinantes se presentan gran ntimero de propiedades que, en la mayoria de
los casos, ayudan en los calculos de estos valores.

A continuacién, se enuncian algunos de los resultados maés relevantes para la evaluacién de de-
terminantes.

Tal y como se evidenci6 en el ejemplo 3.4, dadas dos matrices cualesquiera B y C del mismo orden
y una matriz A, tal que A = B+ C, no siempre se cumple que |A| = |B|+ |C|.

La propiedad que se enuncia en el teorema 3.1, que posee cierta similitud con lo que enuncié
anteriormente, juega un papel sumamente importante en el estudio de algunas propiedades de
los determinantes.
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SiA,B,C € M, (R), tales que

conr €N, tal que 1 <r <n, entonces |A| = |B|+ a|C]

ar

ar—1,1

br,l + Olcr 1

ar+l7l

anl

Demostracion

La demostracién es por inducciéon matematica sobre n

az

ar-1,2
br,Z + Olcr2
ar+l,2

Aaln
Ar—1,n
bnn + Ocrp
Ari1,n
Ann
ar an
ar—-1,1 dr-12
Cr1 Cr2
ar+1,1  Ar41.2
anl an2

Aain

Ar—1.n

Ar+1,n

Para n =1 se tiene que A = (b1 +aci1), B= (b11) y C = (c11)
De esta manera,

Asumamos que para n = k el resultado es vélido; es decir, que dadas las matrices

ar

ar—1,1
br,l + Olcr 1
ar4+1,1

Akl

Al

Asi, |A]

a2

ar—1,2
br,2 + Ocr2
ar4+1,2

ag2

= |bi+ocn|
by + oy

= |bu|+alci]

= [B|+a|C|

= |Bl+a(C]|

aik

ar—1k
br,k + Ocrk
Ar+1,k

Akk

ar

sustitucion de A

definicién 3.1

definicién 3.1

sustitucion de By C

ar

ar—1,1
br,l

ar+1,1

Akl

a2

ar—1,2

br,2

ar+1,2

an2

a2

ar—12
br,2

ar4+1,2

ag2

Determinantes

Aain

Ar—1,n

b}’,i’l

Ar+1,n

aik

ar—1k
br,k

Ar+1,k

Akk



Demostracion - continuacion

ai app - ai
ar-1,1 ar-12 - A1k
yC= Crl Cra v Crk se cumple que |A| = |B|+ a|C]
ar+1,1  Ar+12 0 Arylk
ag [ 7

Con base en esta suposicién (hipétesis de induccién), se debe probar que el resultado es valido
para n = k+ 1. Especificamente, se quiere demostrar que para las matrices

an an aj k+1 an ap o A1+l
ar—1,1 ar-12 Ar—1j+1 ar-11  Qr-12 0 Gr—1jk+1
A= bpi+o0c1 ba+0c2 -+ bgp1+0Ocyr |, B= b1 by - briyr
ar+1,1 ar4+1,2 Ar41k+1 ar+1,1  Ar+12 0 el k+1
k41,1 Ak+1,2 A1 k+1 Q1,1 A+12 0 Ak lk+1
ap ap A1kt
ar-1,1 4r-12 - Qr—1k+1
yC= Cr Cra ot Crksl se cumple que |A| = |B| + |C|. Observe que si r =1 las
Ary1,1 Ar412 0 Argl g+l
k1,1 Akr12 0 Akl k]

matrices A,B y C difieren solo en las entradas de la primera fila; en este caso, A(j) = B(;) +0C(y),
donde B(jy = (b11 b1z -+ bix+1) y Cay = (c11 c12 -+ Cri+1)
De esta manera, si r = 1 se tiene que:

k+1
|A| = <A> 1 jAl b definicién 3.5
J=1
k+1 i
= <A> 1j° (_ 1) Y M?j definicion 3.3
J=1
k+1 e
= ; 3 +ipgA
= (b]]+(x011)(_1) Mlj Ay =By +aC(yy
Jj=1
k+1 L L
= <b1] (_1) +./ MAIA] + (16‘1/ (_ 1) +J MIIAJ) distributividad de “-" resp. de “+" en R
J=1
k1 L k+1 L
Iy +ipgA
— blj(_l) -/M1j+ Z(XClj<_]) ]Mlj prop. de sumas: Y (a;+b;) = Y a; + ¥b;
j=1 j=1 7 Al
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Demostracion - continuacion

k+1 ‘ kt1 ‘
= Zblj(_1)1+]M?j+azclj(_1)1+jM?j prop.dcsumas:Zmi uZa,
Jj=1 j=1 ’ ’
k+1 . k+1 .
= Zblj(fl)l—Hij%‘O(ZClj(fl)l—HM]Cj A,By C difieren solo en la fila 1
J=1 J=1
k+1 k+1
= ZbljBlj—l—OC cleU definicion 3.3
J=1 J=1
k+1 k+1
= Z <B>1jBlj+aZ <C>1jClj sustitucion de by y 1
J=1 J=1
= |B | +(X|C | definicion 3.5
Asi, |A| = |B|+0|C| parar=1.

Ahora, sir > 1las filas de las matrices A, B y C son las mismas a excepcién de la fila r, tal y como se
enuncian en el encabezado de esta parte de la demostracién, donde son consideradas las matrices
A,By C de tamafio (k+1) x (k+1)

Con lo anterior, Vj € N con 1 < j <k, los determinantes M{‘j, Mf iy Mlcj contemplan matrices de
tamarfio k x k que, exceptuando la fila r — 1, contienen las mismas filas. Especificamente, se tiene
que A1) = B(—1) +0C(_1)

De acuerdo con nuestra hipétesis de induccién, se puede asegurar que

A B C
Ml]:Mlj+aMlj

De esta manera:

k+1
Al = (A) 1jA1/ definicion 3.5
j=1
& 14/ 244
= <A> lj . (— 1) J Ml] definicién 3.3
j=1
k1 ‘
== A . _1 1+J MB + (XMC resultado 3.1: hipétesis de induccion
1j 1j 1j
j=1
o 1+j 2 sB 1+j C
= <<A>1] (—1) jM1/+<A>lj (—1) j(lej) dist. de “-" resp. de “+"en R
j=1
oy 1+j asB 1+j 2 4C
- (<A> lj (71) jM]] + o <A> 1j (71) 'IM]]) conmutatividad de “-" en R
j=1
k+1
= (<A>1J-BU+OC<A>1]~C1]) definicion 3.3
j=1
k+1 k+1
= <A> ljB]] + Z o <A> 1j C]] pmp.desumas:;(nﬁrhi):Xi:aﬂrz’;bi
j=1 j=1
k+1 k+1
= <A> 1]Bll +o Z <A> 1j Cl] prop. de sumas:;wi:a;a,‘
j=1 j=1
k+1 k+1
= <B>1jBlj+OLZ <C>1jC1j A,By C poseen la misma fila 1
j=1 j=1



Demostracion - continuaciéon

|B | + o |C | definicion 3.5

Asi, |A] |B| +0o|C| parar> 1.

Por lo tanto, queda demostrado que lo que se enuncia en el teorema es valido para matrices
cuadradas de cualquier orden.

Corolario 3.1 Si A € M, (R) posee alguna fila nula, entonces |A| =0

Demuestre el corolario 3.1 del teorema 3.1.

n

Sea A € M, (R). Vi€ N, con 1 <i<n,secumple que [A] = ) (A);;Aij y, también, se cumple que
=t

n
VjeN, conl<j<nlA|= Z<A>iinj
i=1

El teorema 3.2 es de gran utilidad en la evaluacién de determinantes, ya que garantiza simplicidad
de calculos al poderse fijar cualquier fila o cualquier columna para calcular el determinante de
toda matriz cuadrada.

Corolario 3.2 Si A € M, (R), tal que A posee dos filas idénticas, entonces |A| =0

Ejercicio 3.4

Demuestre el corolario 3.2 del teorema 3.2. Pista: utilice induuccién matematica.

Ejemplo 3.8

0 3 0o -2

) ' 2 0 -1 0

Calcule |A| si se tiene que A = 200 2 -2
-3 0 1 0

Con base en el teorema 3.2 y fijando la segunda columna de A, se tiene que:

r
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Ejemplo 3.8 - continuacién

Al =

Determinantes

-

<A>i2Ai2
1

(A) 12412+ (A)s A + (A)3p Asa + (A) o Aaa

3:A124+0-A2n+0-A3+0-Ag

3-App
3-(—1)° M,

Para cada una de las matrices que se enuncian calcule, respectivamente, el valor de su determi-

nante.

—4 0 -8
0 3 -2
-1 0 —4
2 0 4
0 15 -10
-1 0 -4
2 0 40
0 3 -2
-1 0 —4o
2 0 -1
0 3 0
4 -2 —4
200 0 4o
0 30 —2a
—Q 0 —4o

S O O W

S O O W =

—_ O W o O

N — O =




Ejercicio 3.5 - continuacién

7 —o 4 -2 o -2 1 2
0 1 a O 5 1 -1 1
Q= 0 0 -4 4 Q «- 0O 0 0 0
0O 0 0 -5 7 2 -1 =2
-2 5 0 -1 -1 3 -1 0
0 2 -1 0 30 31
Q- 8 -3 -5 2 Q.- 4 0 4 0
0 2 -1 0 -2 1 =2 0

\.

En evaluacién de determinantes, es posible realizar cdlculos de manera mas eficiente si se utilizan
operaciones elementales sobre las filas de la matriz en estudio; en este sentido, interesa saber las
consecuencias que surgen en el valor del determinante de una matriz si se le aplica alguna de las
tres operaciones elementales sobre las filas de dicha matriz.

Si A € M, (R) y B es una matriz que se obtiene de A luego de multiplicar alguna fila de A por un
nuamero real a # 0, entonces |B| = a/|A|

Demostracion

Aunque el resultado es inmediato si se considera el teorema 3.1, la demostracién que se enuncia
estd basada en el teorema 3.2.

Sean o € R, con o # 0, A € M, (R) y B la matriz que se obtiene de A luego de multiplicar la fila r de
A pora, con 1 <r<n;es decir, (B)rj =a(A),;, VjeN, conl < j<nesnuestra hipdtesis. Se puede
asegurar que:

rj’

n
|B| S Z <B> rj Br] teorema 3.2 (fijando fila r de B)
j=1
I 9
= Z <B> rj . (7 1 ) r+J Mrl.g] definicién 3.3
Jj=1
I g
= Z G<A>rj . (_l)r+]M§ hipotesis
Jj=1
n .
== Z (X<A>r] . (_1)r+]Mf ij:M‘:}j (no se contempla la fila r)
j=1
n
= Z o <A>r/ Ar/ definicion 3.3
J=1
n
= o Z <A>r]AV] propiedad ;aui :az,’"ai

~.
Il
i
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Demostracion - continuacion

(04 |A | teorema 3.2 (fijando fila r de A)

Asi, |B] = olA|

El teorema 3.3 evidencia la consecuencia que surge en la evaluacién del determinante de alguna
matriz en la que se ha aplicado una operacién elemental sobre filas del tipo a.

Corolario 3.3 SiA € M, (R) y a € R, # 0, entonces |0A| = o' |A]

Ejercicio 3.6

Demuestre el corolario 3.3 del teorema 3.3.

M A

-3 2 0 0
. . . . —-15 10 30 0
© Considere la matriz del ejemplo 3.7 y la matriz B, dada por B = 0 -5 -3 _o |7
-1 -7 1 -4
verifique que |B| = —5- —84 = 420.

© ;Cuadl operacion elemental se aplico sobre las filas de la matriz del ejemplo 3.7 para la ob-
tencién de la matriz B?

Si la operacién elemental sobre filas de alguna matriz es del tipo b, la implicacién en el resultado
de la evaluacién de su determinante se enuncia en el teorema 3.4 que detalla a continuacion.

SiA € M, (R) y B es una matriz que se obtiene de A luego de intercambiar dos filas cualesquiera
de A, entonces |B| = — |A]

Ejercicio 3.8

Demuestl‘e el teorema 34 Pista: utilice el corolario 3.2 del teorema 3.2 y el teorema 3.1.
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Ejercicio 3.9 \

© Considere la matriz del ejemplo 3.7 y la matriz B, dada por B =

verifique que |B| = — (—84) = 84.

@ ;Cual operacion elemental se aplicé sobre las filas de la matriz del ejemplo 3.7 para la ob-
tencién de la matriz B?

Solo falta enunciar la consecuencia que se presenta en la evaluacién de determinantes de matrices
si se realiza alguna operacién elemental sobre filas del tipo c.

SiA € M, (R) y B es una matriz que se obtiene de A sumando algtin multiplo de alguna de las filas
de A a otra de las filas de A, entonces |B| = [A|

Corolario 3.4 Si A € M, (R) es de rango menor que n, entonces |A| = 0.

Ejercicio 3.10

Demuestre el teorema 3.5. Pista: puede basarse en la demostracién del teorema 3.3.

Ejercicio 3.11 N

—7 —26 4 -16
3 -2 -6 0
0 -5 -3 -2

-1 -7 1 -4

@ Considere la matriz del ejemplo 3.7 y la matriz B, dada por B =

y verifique que |B| = 84.

@ ;Cual operacion elemental se aplicé sobre las filas de la matriz del ejemplo 3.7 para la ob-
tencién de la matriz B?

Las reglas que se enuncian a continuacién resumen el efecto que provoca la aplicacién de alguna
operacién elemental sobre el determinante de una matriz A de orden n (lo expuesto en los teore-
mas 3.3, 3.4y 3.5).

@ Si B es la matriz obtenida al multiplicar alguna fila de A por algtin ntimero real no nulo o,
entonces |B| = o.|A|



Determinantes

@ Si B es la matriz obtenida al intercambiar dos filas cualesquiera de A, entonces |B| = — |A]

© Si B es la matriz obtenida al sumar algtn multiplo de alguna fila de A a otra fila de A,
entonces |B| = |A|

Considerar el efecto que provoca cada una de las operaciones elementales sobre filas en la eva-
luacién de determinantes, puede simplificar el procedimiento que se realiza en dichas evalua-
ciones.

Ejemplo 3.9

3 6 0
Considere la matriz A del ejemplo 3.5, definida por A = 0 —3 -2 | y determine, uti-
-1 1 -4
lizando propiedades de determinantes, el valor de |A|
3 -6 0
SiA= 0 —3 —2 | setiene que:
-1 1 -4
3 -6 0 1 3 -6 0
3F1+F; ’
A= 0 -3 -2 ~ 0 -3 -2 | =4
-1 1 —4 0 -1 —4
S RHF 3 6 0
TR o 3 2 | =4
0 0 — 10

Dado que A’ fue obtenida aplicando a la matriz A una operacion elemental del tipo ¢, segtn el
teorema 3.5 se tiene que |A| = |A’|

Asimismo, con base en dicho teorema, se cumple que |A’| = |A”|, por lo que |A| = |A”|

Por otra parte, aplicando el teorema 3.2 y fijando la tercera fila de A”, se tiene que:

3
4% = X (A")54

j=1
= <A”>31 Agl + <AU>32A/3/2 + <A”>33 A/3/3
—10
= 0~A’3’1+0-A’3’2+T-A’3’3
~10 6 Al
= T'(*l) M3
_ 103 -6
3 0 -3



Solucion - continuacién

10

= ——(-33-0--6
— )
~10

= —.3.-3
3

= 30

El desarrollo anterior, muestra un resultado importante y de mucha utilidad en la evaluacién de
determinantes “el determinante de toda matriz triangular superior estd dado por el producto de
los elementos de su diagonal”, (ver teorema 3.7).

VA € M, (R), se cumple que |A"| = |A]

Demostraciéon

Si A es una matriz de orden n, A’ también es de orden n; asi, para cualquier valor entero de j, con
1 < j <n, se tiene que:

n
Ar == At 9 At 3 teorema 3.2 (fijando la columna j)
ijoou
i=1
n
= A A ii definicién 2.3
JithJt
i=1
= IA ‘ teorema 3.2 (fijando la fila j)
Asi, |A'| = [A]

Sea A € M, (R). Si A es triangular superior, entonces |A| = (A); (A)y; (A)s3 -+ (A),,

Corolario 3.5 Sea A € M, (R). Si A es triangular inferior, entonces |A| = (A)|; (A)x (A)s3 -+ (A)

Demuestre el teorema 3.7. P b e mr A e

Demuestre el corolario 3.5 del teorema 3.7.
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Basados en operaciones elementales sobre filas del tipo b y del tipo c, toda matriz cuadrada se
puede transformar en una matriz triangular superior o triangular inferior; de esta manera, facil-
mente se puede evaluar el determinante para cualquier matriz cuadrada.

Ejemplo 3.10 N

0 -1 4
Si la matriz A estd definida porA= | 2 1 -2 |, setiene que:
8 0 3
0 -1 2 1 =2
A=2 1 2 |"R% o0 -1 4 |=4A
8 0 3 8 0 3
Por otra parte:
2 1 2 2 1 2 2 1 2
A=lo -1 4 |™MBlo 1 4| B0 1 4 |=a
8 3 0 —4 11 0 -5
Con base en el teorema 3.5 se tiene que |A”| = |A’|; como A” es una matriz triangular superior,

su determinante estd dado por el producto de los elementos de su diagonal (teorema 3.7); asi,
|A"| = |A'| =2-—1-—5=10.

Por otra parte, de acuerdo con el teorema 3.4, se tiene que: |A' | =—|A|

Asi, |A| = —|A'| = - (10) = —10.

Ejercicio 3.14 N

Con base en la técnica implementada en el ejemplo 3.10, calcule el valor del determinante de la
-2 7 0 1 -1

4 -1 4 0 3

matriz siguiente: A = o 1 2 -2 2
-1 -6 4 -4 4

3 0 -4 2 1

Respuesta: [A| = —906

Ejercicio 3.15 N

Para cada uno de los casos, encuentre el valor de a que satisfaga la ecuacién que se enuncia:

4b1 4b2 4b3 ay a; ajs
o day 4day 4daz |=0a| by by b;
dcy 4y 4dces cT ¢ c3




Ejercicio 3.15 - continuacién

—5611 —5612 —5613 ay d; as
Q 6b; +2c1 6by+2cy 6b3+2c3 |=o| by by bs
3¢y 3¢y 3c3 c1 ¢ c3
bi+c1 by+cr b3+cs ay a az
e ai+c; ax+cy az+cez |=0o| by by bj
ar+by ax+by az+bs c1 C C3

\

El teorema 3.8, cuya demostracién se omite por involucrar contenidos que no forman parte de los
objetivos del curso, enuncia un resultado de gran importancia en evaluaciéon de determinantes.

Para cualesquiera matrices A, B € M, (R), se cumple que |AB| = |A| - |B]

3.3 Determinantes e inversas

El determinante de alguna matriz estd directamente relacionado con la inversa de dicha matriz;
se enunciardn algunos resultados que evidencian este hecho, como lo es una aplicacién de los
determinantes para la obtencién de la inversa de alguna matriz no singular.

Una matriz A € M, (R) es no singular si, y solo si, |A| # 0.

Demostracion

Si A € M, (R) es una matriz singular, de acuerdo con el teorema 2.13 se cumple que r(A) < n; de
esta manera, basados en el corolario 3.4 del teorema 3.5, |A| = 0.

Por otra parte, si A € M, (R) es una matriz no singular, existe A~ tal que AA! = 1,; asi, con base
en el ejercicio 3.2 y el teorema 3.8, se cumple que: |A|- [A7"| = [AA™!| = |I,| =1

Si se tuviera que |A| = 0, la igualdad enunciada seria siempre falsa.

Por lo tanto, A es no singular si, y solo si, |A| # 0.

1

Corolario 3.6 Si A € M, (R) es no singular, entonces |A™"| = Tl

Ejercicio 3.16

Demuestre el corolario 3.6 del teorema 3.9.
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Teorema 3.10

n
SiAeM,(R),Vi#jconl<i<nyl<j<n,secumple que Z (A)Ajxk =0.
k=1

Demostracion

Sean A € M, (R) y B la matriz que se obtiene de A al cambiar la fila j de A por su i-ésima fila; es
decir, la matriz B posee dos filas idénticas (las filas i y j), difiriendo de la matriz A tinicamente en
la j-ésima fila (especificamente, la j-ésima fila de B es igual a la i-ésima fila de A).

Por una parte, se tiene que:

n
|B| = Z (B) F Bk teorema 3.2 (fijando fila /)
k=1
n
= <A>ik Bjk hipétesis (B(;) =A(; )
k=1
n .
= Z <A>ik (=1 )']Jrk Mfk definicion 3.3
k=1
n .
= Z <A>zk' (—l)JJrkMJAk Ay Bdifieren solo en la fila j
k=1
n
= <A> i kA j k definicién 3.3
k=1
n
As, 1Bl = ¥ (A)uds

~
Il
—_

Por otra parte, dado que B posee dos filas iguales, de acuerdo con el corolario 3.2 del teorema 3.2
se cumple que |B| = 0.
n
Por lo tanto, Vi # j,con 1 <i<ny 1< j<n,secumple que Y (A); Ay =0.
k=1

Definicién 3.6 (Matriz adjunta de alguna matriz)

t

Si A € M, (R), la matriz adjunta de A, denotada como Adj (A), es la matriz dada por Adj(A) = A

Teorema 3.11

SiA € M, (R), entonces A-Adj(A) = |A| I,

Demostracion

Sea A € M, (R). Para demostrar que A-Adj(A) = |A| I,, basta probar que, entrada por entrada,

Vi, j,conl<i<n,1<j<n, <A-Adj(A))ij = (|A] I,,>l-j



Demostracion - continuaciéon

Veamos:
Vi,j,conl1 <i<nyl< j<n,setiene que:

D=

(A-Adj(A)y; = Y (A (Adj(A)),; P

~
Il
i

I
D=

<A> ik <Zl > definicion 3.6

kj

~
Il
i

I
D=

<A> ik <Z > jk definicién 2.3

x~
Il

I
D=

<A>lkA]k definicion 3.4

~
Il
iy

teoremas 3.10 y 3.2 (fijando fila i)

_ 0 sii#j
B Al sii=
0 siij
= |A | ’ g0 . ley absorbente del cero y elemento neutro multiplicativo en R
1 sii=j
= |A | < In>lj definicién 2.7
= < ‘A | L, > ij definicion 2,13

Asi, (A-Adj(A)); = (|AlL);. Vi,j,conl1<i<nyl<j<n

ij

Por lo tanto, A-Adj(A) = |A| I,

) ) . 1
Corolario 3.7 Si A € M, (R) es una matriz no singular, entonces A~' = Tl -Adj(A)

Demuestre el corolario 3.7 del teorema 3.11.

Ejercicio 3.18

Utilizando el corolario 3.7 del teorema 3.11 determine, para cada una de las matrices que se enun-
cian, su matriz inversa (en caso de existir).

2 1 -1 a b
Q@4a=(02 1 QC_(cd>
5 2

[oo]
|
=
|
9]
|
h
o)
|
o o o
o oo
oo o
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Ejercicio 3.18 - continuacién

Determinantes

2 -3 1 5 2 1 -1
0 5 4 —4 Q@ G= 0 2 1
E:
° 0 0 3 2 5 2 -3
0 0O 0 -2
1 -3 0o -2
-5 4 -3 3 —-12 -2 -6
H:
Q F= 10 -7 6 o -2 10 2 5
8 —6 5 —1 6 1 3
3.4 Ejercicios
3.19 Calcule cada uno de los determinantes
1 2 3 4 1 0 0 O
21 2 1 0O 1 0 O
o 0 0 1 1 o a b ¢ d
341 2 e f g h
2 -1 6 0 -3 00 0
3 3 4 2 2 =5 0 0
2 4 -2 -1 3 o 3 8 1 0
5 4 3 4 2 15 4 -1
ailr ap ap3
3.20 Sisesabe que | a1 ax a3 | =12, calcule:
az1 azx  as
a1 ax ass —3a;n  —3aip —3ais
Q| w1 an ax (2] 2a 2ap  2a3
ayl ap ap Saz1  Sazx  Sazz

3.21 Determine los valores de x para los cuales se cumplen las iqualdades siguientes:

x—1 0 1 3
Q@ -2 x+2 -1 |=0 Qo
0 0 x+1 0

3.22 En cada uno de los casos siguientes calcule los valores de x para los cuales la matriz correspondiente

1o posee inversa:




—x x—1 x+1

() 1 2 3
2—x x+3 x+7

3.23 Una matriz cuadrada A, se dice que es ortogonal si es no singular y, ademds, A~! = A’
Demuestre que si A es una matriz ortogonal entonces |A| =10 |A| = —1

3.24 Si A es una matriz idempotente, ;cudles son los valores posibles para |A|?
3.25 Si A es una matriz cuadrada de orden n antisimétrica, demuestre que |A| = (—1)" - |A|
3.26 Demuestre que si A es una matriz cuadrada de orden n, n impar y A es antisimétrica entonces |A| =0
3.27 En M, (R) se define una relacion R_de la siquiente manera:
VA,B € M, (R),ARB < 3P € M, (R), tal que A= P 'BP

Demuestre que si AR B entonces |A| = |B|
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Sistemas lineales

Hallar el valor de incégnitas con la finalidad que se satisfagan, simultdineamente, determinado
nuimero de condiciones serd una de las tareas que se presentan con mayor frecuencia en con-
tenidos propios de algebra lineal; al abordar este tipo de problemas, resulta pertinente el uso de
matrices en procesos de solucién.

4.1 Definiciones bdsicas

Se definen conceptos relacionados con sistemas lineales que permitan el desarrollo de métodos
matriciales para hallar su conjunto solucién.

Definicion 4.1 (Sistemas lineales)

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es todo conjunto de m ecuaciones, que res-
tringen valores que pueden asumir las n variables y para el que se desea determinar los valores
de dichas incégnitas para los que satisfacen, simultdneamente, todas las ecuaciones; un sistema
de ecuaciones es de la forma

ayxiy +apxy +apxz+---+apx, = by
a1x1 +axnxy +anxz +-- - +aypx, = by

A1 X1 + A2 X2 + A3 X3 + -+ -+ QX = by

donde x1,x2,x3,...,x, son las incégnitas y b;,a;; € R,Vi,jcon1<i<m, 1< j<n

Observe que el elemento a;; representa el coeficiente de la incognita j de la i-ésima ecuacién.

Ejemplo 4.1

2x1 —3x+x3=2

Un sistema de dos ecuaciones con x,x, y x3 como incognitas es el siguiente: { 0
X1 —X3 =




Definicién 4.2 (Matriz asociada de algin sistema de ecuaciones lineales)

La matriz asociada de todo sistema de ecuaciones lineales de la forma

ayxiy +apxy +apxz+---+apx, = by
a1x1 +axxy +a3xz + -+ - +axpx, = by

A1 X1 + A2 X2 + A3 X3 + - - -+ QX = by

es la matriz A dada por

al a2 a3z - din

az;r axp azz - A
A fr—

aml dm2 Aam3 - Qmn

Ejemplo 4.2

La matriz asociada del sistema de ecuaciones del ejemplo 4.1 estd dada por A = ( L 0 —1

Definicién 4.3 (Representacién matricial de sistemas de ecuaciones lineales)

Si A es la matriz asociada del sistema de ecuaciones

ayxy+apxy +apxz+---+apx, = by
a1 X1 +axpxy +ax3xz + -+ +axx, = by

Am1 X1 + QX2 + A3 X3 + -+ + Qun X = by
su representacion matricial se define como Ax = b, donde

X1

b
X2

by

b
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Sistemas lineales

Ejemplo 4.3

Una representacién matricial del sistema ecuaciones del ejemplo 4.1 estd dada por
2 3 1\ (™" 2
X =
10 -1 ? 0
x3
Observe que estas representaciones son equivalentes, ya que

2 =3 1\ [T) /2
1o -1 ){ ™ ] o
X3

)+ M)\,
- (1 0) (x2) +(—1) (x3) :(O>
- () ()
- {le 3x2+x3 2
X]—Xx3=

Definicién 4.4 (Sistema de ecuaciones lineales homogéneo)
Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es homogéneo si es de la forma
ayx +apxy +aixs+ - +ampx, =0
a1 X1 +anxy +ayx3+---+awx, =0

A1 X1+ A X2 + A3 X3 + -+ AnXy = 0

Definicién 4.5 (Matriz aumentada de algtin sistema de ecuaciones lineales)
Si Ax = b es representacién matricial de algtin sistema de ecuaciones lineales, la matriz aumentada

correspondiente con dicho sistema se define como la matriz (A|b)

Considerando la representacién matricial del ejemplo 4.3 para el sistema de ecuaciones lineales
del ejemplo 4.1, la matriz aumentada de dicho sistema estd dada por

2 -3 —1|2
1 0 —-1|0




Definicién 4.6 (Solucién de sistemas de ecuaciones lineales)

Si Ax = b es la representaciéon de algtn sistema de m ecuaciones con n incégnitas, una soluciéon
ki
ko
t
de dicho sistema es toda matriz de la forma | &3 = (Iq ky kz --- k,,) , donde k; € R, Vi con
kn
t
1 <i<n, sial sustituir x por (lq ko kz --- kn) se satisface la igualdad Ax = b.

Al conjunto conformado por todas las soluciones del sistema” se le llama conjunto solucién” del
sistema y, usualmente, es denotado con la letra S.

?Si se considera la representacion de la definicién 4.1, las soluciones del sistema también se pueden representar como
n-tuplas de la forma (ki,k2,k3, ... ,ky)
PResolver un sistema de ecuaciones serd hallar su conjunto solucién.

Nota: Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es consistente si su conjunto solucién S no es
vacio; en caso contrario, se dice que el sistema de ecuaciones es inconsistente.

Ejemplo 4.5

Una solucién del sistema de ecuaciones del ejemplo 4.1 estd dada por < 2 - 2 )t ya que
2
( 2 -3 1 ) 4| _ ( 2 )
1 0 —1 3 0
2
Veamos:
2
( 2 -3 1 ) 4 2)@)+(=3)(3)+1)(2)
ol ’ (M 2)+0) (3 +(-1)(2)
2
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Sistemas lineales

Ejemplo 4.6

. . . - 2x+y=0
@ Considere el sistema de ecuaciones siguiente: { Y

x—y=3
Despejando x en la segunda ecuacién y sustituyendo esta variable en la primera ecuacién se
obtiene que y = —2. Con base en este resultado se obtiene que x = 1; de esta manera, para el

. 2 1 X 0 . 1 . e
sistema 1 —1 y =\ 3 se tieneque ( , )esuna solucién (la tinica).

x—2y+z=-1
y—2z=3

Una representacién matricial para este sistema de ecuaciones lineales estd dada por

(o720 )-(0)

Este sistema de ecuaciones lineales posee muchas soluciones; tres de estas estdn dadas por

© Considere el sistema de ecuaciones siguiente: {

5 8 2
315 | 1
0 1 —1
=-2
© Considere el sistema de ecuaciones siguiente: { iiy 3
y =

Este sistema de ecuaciones es inconsistente, ya que no hay alguna pareja de ntimeros reales
que sumados den como resultado dos ntimeros distintos.

Los tres ejemplos anteriores dan evidencia de que todo sistema de ecuaciones lineales puede
tener una tnica solucién, tener muchas soluciones o, simplemente, no poseer solucién alguna
(ser inconsistente).

Para el caso de sistemas de ecuaciones lineales homogéneos, se pueden presentar tinicamente dos
posibilidades: que posean solucién tinica (la solucién trivial) o que posean infinito ndmero de

soluciones.

Ejercicio 4.1

Para cada uno de los sistemas de ecuaciones que se enuncian, determine su representacién ma-
tricial Ax = b, considerando la matriz x que se indica, y verifique que la matriz  dada es una
solucién de la ecuacién Ax = b

X243 =2 M !
X1 +x2+x3 =
prm— = —2
o{2x1—3x2+x3:11 S B !
X3 3




Ejercicio 4.1 - continuacién

0
(2] 30— x4 =0 = il u= 0

X1 +4x—5x3=0 - 2 -
X3 0
X1 1

3x1 —xp+x3=0
x=| x u= 16
{ X1 +4xy—5x3=0

X3 13

Definicién 4.7 (Sistemas de ecuaciones equivalentes)

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si poseen el mismo conjunto solucién.

Teorema 4.1

Sean Ax = b la representacién matricial de un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas y
C una matriz invertible, tal que C € M,, (R). El sistema (CA)x = Cb es equivalente con el sistema
Ax =Db.

Demostracién

Para demostrar que los sistemas (CA)x = Cb y Ax = b son equivalentes, se debe probar que ambos
sistemas de ecuaciones lineales poseen el mismo conjunto solucién.

Si S es el conjunto solucién del sistema de ecuaciones Ax = by §’ es el conjunto solucion del sistema
de ecuaciones (CA)x = Cb, se demostrard que S = §'; especificamente, se demostrard que SC S’y
queS CS

Por una parte, si u € S es claro que Au = b; luego,

Au=b = C(Au)=Cb
= (CA)u=C0Cb

Asi, u € §'; de esta manera, S C §'.
Por otra parte, si u € S’ es claro que (CA) u = Cb; luego,

(CA)u=Cb = C'((CA)u)=C""(Ch)
= Cc ' (C(Au))=C""(Cb)
= (c7'C)(Au)=(Cc"'C)b
= In(Au) = I,b
= Au=0b

Asi, u € S; de esta manera, S’ C S.
Como SC Sy S CS, seconcluye que S = '; es decir, los sistemas de ecuaciones lineales (CA) x = Cb
y Ax = b son equivalentes (poseen el mismo conjunto solucién).
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Corolario 4.1 Sea Ax = b la representacién matricial de un sistema de m ecuaciones lineales con n incég-
nitas. Si (A'|b") se obtiene de (A|b) después de aplicarle un finito niimero de operaciones elementales sobre
sus filas, entonces el sistema representado por A'x = b’ es equivalente con el sistema Ax = b.

Ejercicio 4.2

Demuestre el corolario 4.1 del teorema 4.1.

4.2  Meétodo de Gauss-Jordan

A continuacién se describe una técnica basada en el corolario 4.1 que permite resolver cualquier
sistema de ecuaciones lineales; dicha técnica se podria enunciar, en términos generales, de la
manera siguiente:

© Representar el sistema de ecuaciones en la forma matricial Ax = b.

@ A partir de la matriz aumentada (A|b), obtener la matriz (A'|6) en la que A’ es la matriz
escalonada reducida por filas equivalente con A.

© Resolver el sistema de ecuaciones representado por A'x =0’

@ Enunciar el conjunto soluciéon del sistema de ecuaciones original (dado que los sistemas
representados por Ax = b y A'x = b’ son equivalentes, este conjunto es el mismo conjunto
solucién encontrado en el paso anterior).

Ejemplo 4.7

—3x+y—-5z—-w=4
Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente: < x+2y+ 11z =2
—2x+2y+2z=—4
Una representacion matricial para dicho sistema de ecuaciones lineales estd dada por

31 -5 -1 . 4

12 11 0 Yol = 2

) < —4
w




Ejemplo 4.7 - continuacién

-3 1 -5 —1]| 4
Considerando la matriz aumentada del sistema 1 2 11 0| 2 | (basada en la repre-

sentacién matricial anterior) se tiene que:

31 -5 —1| 4 1 2 11 ol 2

12 11 0] 2 A 31 -5 —1]| 4

2 2 2 o0|-4 22 2 o0f-4
3Fi+Fy 1211 ol 2

ML 07 28 —1]10

0 6 24 0] 0

1 2 11 0] 2
—Fgf\:‘y—Fz

0 6 24 0] 0

76F2+F3 10

(e}
—_
A~
\
—_

1 0 3 2| —18
~ 01 4 -1 10
—10

—2F+F 1 0 3 2 —18)

=)
(=)
(=)

—2F3+F 1 0 3 0 2
B2 o1 4 0] o0
0 0 0 1]|-10
x
-3 1 =5 -1 4
De esta manera, 1 2 11 0 Y = 2 ] tiene la misma solucién que el sistema
z
=2 2 2 0 —4
w
1030 N 2
de ecuaciones representadopor | 0 1 4 0 Yl = 0
000 1 ¢ ~10
w
x+3z=2 x=2-3z
Resolviendo el sistema ¢ y+4z=0 setieneque { y=—-4z conzeR.
w=—-10 w=—10
3

2_
—4t cont e R.
—10

O bien, tomando z =t se podria escribir

T =
Il

—3x+y—5z—w=4
Asi, el conjunto solucién del sistema de ecuaciones lineales ¢ x+2y+11z=2 estd dado por
—2x+2y+2z=—4
23t

—4
S = tt /tGR

—10
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Ejemplo 4.7 - continuacién

Observe que dicho sistema de ecuaciones lineales posee infinito nidmero de soluciones.
El conjunto S recibe el nombre solucién general; si se asignan valores arbitrarios al pardmetro ¢ se

2
obtiene lo que se denominan soluciones particulares; por ejemplo, si t = 0, entonces o | s
-10
-1
., . . . e —4
una solucién particular del sistema de ecuaciones en cuestion; sit = 1, entonces 1 es otra
—10
26
., . . . . . 32 .
solucién particular de dicho sistema de ecuaciones; si t = —8, entonces g es, también,
—10

solucién particular del sistema de ecuaciones lineales en estudio.

El procedimiento seguido para la obtencién de la solucién del sistema de ecuaciones del ejemplo
4.7 es conocido como método de Gauss—Jordan, método que se considera en el ejemplo 4.8 para la
resolucién del sistema de ecuaciones que se enuncia.

Ejemplo 4.8

Sx—15y+4z=17
Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente: ¢ 2x—6y+4z =12
3x—9y+4z=11

Solucion

Una representacion matricial para dicho sistema de ecuaciones lineales estd dada por
5 —-15 4 X 7

2 -6 4 y | =1 12
3 -9 4 z 11
5 —15 4] 7
Considerando la matriz aumentada del sistema 2 -6 4|12 (basada en la re-
3 -9 4111

presentacién matricial anterior) se tiene que:



Ejemplo 4.8 - continuacién

5 15 4| 7 1 -3 —4|-17
2 -6 412 ~2rR 2 -6 4| 12
3 9 4|11 3 -9 4| 11
—2F+F 1 -3 —4|-17
= 0 0 12| 46

0 0 16| 62

1 -3 —4|-17

5
1 -3 0| —=
3
4P +F -
716%4’173 0 0 1 =3
6
2
0 0 0| =
3
5 —15 4 x 7
De esta manera, [ 2 -6 4 y | = | 12 | tiene la misma solucién que el sistema de
3 -9 4 z 11
2
3
1 -3 0 X 3
ecuaciones representadopor [ 0 0 1 y | = —
6
0 00 z
2
s 3
—Py=—
x—3y 3

. . : 2 :
Dado que el sistema ¢ 7= es inconsistente, ya que 0 = 3 €5 una igualdad que nunca

0=
se cumplird (siempre falsa), se tiene que el conjunto solucién del sistema de ecuaciones lineales
Sx—15y+4z=7
2x—6y+4z=12 estd dadoporS=2.
3x—9y+4z=11
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Ejercicio 4.3

Utilizando el método de Gauss—Jordan, resuelva los sistemas de ecuaciones lineales siguientes:

Sistemas lineales

x+2y+3z=3
2x+3y+8z=4 Pista: dependencia de un pardmetro.
3x+2y+17z=1

4x+y—z+w=3

X + y + w = 5 Pista: dependencia de dos parametro.
3x—z=-2

2x—y+z=2

X + 2y — = 3 Pista: solucién tinica.

3x+y+2z=-1

3x+2y+z=5
2x + y— ZZ = 4 Pista: sistema inconsistente.
x—5z=15

dx+y—z+w=3
X+y+w=>5 Pista: dependencia de un pardmetro.
—2x+z—w=4

Ejercicio 4.4

Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

2x+3y+z+2w=3
4x+6y+3z+4w=>5
6x+9y+5z+6w=7
8x+ 12y +7z4+ 0w =9

Con base en el método de Gauss—Jordan, determine el(los) valor(es) para el pardmetro @, en caso

de existir, de manera que dicho sistema de ecuaciones lineales:
@ Posea solucién tinica.
© Sea inconsistente.
© Posea infinito ntimero de soluciones que dependan de un pardmetro.

@ Posea infinito ntimero de soluciones que dependan de dos parametros.

Pista: con o # 8 dependencia de un parametro; con o, =

8 dependencia de dos pardmetros.




4.3 Regla de Cramer

En la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales con igual ndmero de ecuaciones y de incégni-
tas, surge otra aplicacién del determinante de una matriz.

Si Ax = b es la representacién matricial de algtin sistema de ecuaciones, tal que la matriz A es de
orden n, el teorema 3.9 permite demostrar que dicho sistema posee solucién tnica si, y solo si,
Al #0.

Lo anterior se puede asegurar ya que, por una parte, si |A| # 0, entonces A es no singular; de esta
manera:

Ax=b>b
= A l'(Ax)=A"1p
= (A'A)x=A""p
= I,,x:A_lb
= x=A""

Asi, la solucién tnica del sistema Ax = b esta dada por x = A~'b (para el caso en que A es no
singular). Se omite la demostracién de la otra direccién del enunciado.

Teorema 4.2 (Regla de Cramer)

Sea Ax = b la representacién matricial de un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas,

dondex= (x; x» x3 --- x,)".Si|A|# 0, entonces la solucién tinica del sistema Ax = b estd dada
MA
por x; = ‘ |Al| ‘, Vicon 1 <i<n,donde MZA es la matriz de orden n que se obtiene de A luego de

cambiar la i-ésima columna de A por b.

Demostracion

Como |A| # 0, el sistema Ax = b posee solucién tinica dada por x = A~'b.
Luego, Vi con 1 <i < n, se tiene que (x);; = (A~'b) |
De esta manera:

1
<|14 . Adj (A)) b> corolario 3.7 del teorema 3.11
il

— — (Adj (A) . b)> enunciado (g) del ejercicio 2.11
Al il
1
S ﬁ -(Adj(A)-b); definicion 2.13
1 n
= m Z <Ad] (A)>ik <b>k1 definicién 2.16

L =0
= |A| Z <A >ik <b>k1 definicion 3.6

71



Sistemas lineales

Demostracion - continuaciéon

‘ -

definicion 2.3

I
>

1=
o~

2|
~-
&
—~

&
~-
=

"_‘
=
I

definicion 3.4

I

=
(ng B
B
&y
=
=

=
=
I
L

<b> k1 Akl conmutatividad de la multiplicacién en R

x-
1|

I
S
=

A
- — Ml | definicién 3.2 (fijando columna i)

= realizando la multiplicacion

|7
Al

Asi, x; ,Vicon 1 <i<n, eslasolucién tnica del sistema Ax = b.

Ejemplo 4.9

Con base en la regla de Cramer, determine la solucién tnica del sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

x—2y+3z=3

2x—3y—8z=4

—3x+z=3

Una representacién matricial del sistema de ecuaciones anterior estd dada por:

1 -2 3 X 3
2 -3 -8 y |=| 4
-3 0 1 z 3
Como |A| = —74, dicho sistema de ecuaciones lineales posee solucién tnica.
3 -2 3
4 -3 -8
. . . 30 1 74
Los valores respectivos de las incégnitas estdan dados por: x = A A= L,
1 3 3 1 -2 3
2 4 -8 2 -3 4
-3 3 1 148 =3 0 3 0
Y 4] e Al A ==
De esta manera, el conjunto solucién del sistema de ecuaciones lineales en estudio estd dado por
-1
S= —2

0




Ejercicio 4.5

Considere la representacién matricial de un sistema de ecuaciones lineales dada por:

a 2 -2 X 3
2 o 2 y = —4
2 2 o Z —1

Con base en la regla de Cramer, determine todos los valores de o, de manera que el sistema:
@ Posea solucién tnica.

@ Sea inconsistente.

@ Tenga infinito ntimero de soluciones.

Ejercicio 4.6

A =2 1 4
. -2 A2 3 . . . . .
SiA= { 1 1 Ll es la matriz asociada de un sistema de ecuaciones homogéneo, de-
-2 A2 4

termine todos los valores de A, de manera que el sistema:
@ Posea solucién tinica.
@ Sea inconsistente.

@ Tenga infinito ntiimero de soluciones.

4.4 Ejercicios

4.7 Resuelva, usando el método de Gauss—Jordan, los siguientes sistemas de ecuaciones:

—x—y+2z4+w=3 2x—y+3z=0
Q< 3x—3y+8+4w=14 O { 3x+2y+z=0

—4x—4y+2z4+w+v=1 x—4y+5z=0

4x+5y+2z=0 2x+y—3z=5
Q| x+2y—2z=0 O 3x—2y+2z=5

3x+4y+2z=0 Sx—3y—z=16
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Sistemas lineales

2x—=3y+9z—w=17
x+z-2w=2
y—2z4+w=-2

—2x+2y—-3z—w=-1
Q ( x—y+2z+3w=10
2+Tw=1

©

©

x—2y—3z+8w =0

3x—2y+4z-2w=1 —x+5y+97—17Tw=6

Q ({ —2x+5y-3z+w=-5 X—z42w=5
Ox+5y+11z—Tw=0
o 2x+4y =10
3x+6y=15
x+2y+4w=>5
@ x—z+2w=3 o x—y+3z=0
—2x—y+2z—-5w=-8 2x+5y+6z=0

4.8 Considere el siguiente sistema de ecuaciones, donde m es un valor constante

X1 4+2x0+3x3=2
—x1+mx; —x3=—4
2x1+4x4+ (m+3)x3 =3

Utilice determinantes para establecer el valor o los valores de m, para los cuales el sistema tiene solucion
tinica.

4.9 Resuelva cada uno de los siguientes sistemas usando la regla de Cramer.

2x—y+z=1 2x—y+z=3 2x+y—3z=5
Q< x+2y=-1 Q ( 3x+2y—2z=1 O ( 3x+2y—2z=5
4dx+y+2z=2 x—3y+z=-2 5x—3y—z=16

4.10 En cada uno de los casos siguientes, determine el valor de la constante k de manera que el sistema:
@ Tenga solucion iinica.
@ Tengua infinito niimero de soluciones.

@ No tenga soluciones.

xX+y+kz=2 xX+y+kz=0
O { 3x+dy+2z=k O { x+thky+z=1
2x+3y—z=1 kx+y+z=2



Ejemplos (ejercicios
resueltos)

En esta seccion, se resuelven varios ejercicios relacionados con los temas que se han desarrollado.

Sea k # 0y sean A, B,C y D matrices definidas por:

1 0 1 0 1
A= 0 1 B=| -1 0 1 C<I;(2)2>D(_§;>
30 21 2

De las operaciones que se enuncian, realice aquella que esté bien definida. Justifique por qué las
otras tres no se pueden realizar.

@ (40)' +B™! Q (BA) '+
@ (CB) -D! Q (A '-D

Solucién

La operaci6n del enunciado (a) no se puede realizar; la matriz (AC)' es de tamafio 3 x 3, la matriz B
también es de tamario 3 x 3 pero no es invertible porque posee dos filas idénticas (su determinante
es cero y, por lo tanto, es singular).

La operacién del enunciado (b) no se puede realizar; la matriz (CB)' es de tamafio 3 x 2 y a esta
matriz no se le puede restar la matriz D~' (que existe porque |D| = —3k # 0), ya que dicha matriz
es de tamafio 2 x 2 (diferente del tamafio de la primera matriz).

La operacién del enunciado (c) no se puede realizar; la matriz BA no es invertible, ya que no es
una matriz cuadrada (es de tamario 3 x 2).

La operacién del enunciado (d) seria la tinica que se puede realizar; observe que la matriz (CA) ',
en caso de existir, es de tamafio 2 x 2 y a esta matriz se le puede restar la matriz D' porque también
es de tamafio 2 x 2. A continuacidn se resuelve la operacién en cuestion.



Ejemplos (ejercicios resueltos)

Solucidn - continuacién

Primero, se determina la matriz CA

Veamos:
10
- (F20 (0
30
1 0
(k2 0)(0 (k2 0)f 1
3 0
1 0
(=10 3)(0 (-1 0 3)( 1
3 0
B k+0+0 0+240 Y\ [k 2
B -140+9 0+0+0 / \ 8 0
k 2
Asi,CA =
st (8 0)
Como |CA| = —16 # 0, entonces CA es no singular.
Hay que determinar la matriz (CA) '
Para lo anterior, se tiene que:
1 kK 2|11 O
k 2|11 0) s~
(C‘z (8001) Lolo !
8
1 1olo 1
ok 1 010 8 —kF|+F> 8
k
k201 0 0 2|1 —<
8
1
1 0|0 =
5 8 =
5 = (B[ ca))
1 k
O 137 16
1
3
Asi, (CA)™' =
1

(V)
&=



Solucidn - continuacién

Por dltimo, se tiene que:

1
0 Z
ca'-p = ° —(k 1>t
1k 0 3
2 16
1
0 —
_ L _(—k 0)
2 16
0+k -0 k !
8 8
1 k 1 —k—48
2 T T2 T i6
1
S
Por lo tanto, (CA) ™' — D' =
1 —k—48
2 16
310
Determine todas las matrices que conmutancon | 0 3 1
0 0 3

Solucion

Si A y B son matrices cualesquiera, se dice que A conmuta con B si, y solo si, AB = BA

310 X1 X2 X3
SeanA= | 0 3 1 |yBlamatrizqueconmutaconA.SiB=| x4 x5 x¢ | eslamatrizque
0 0 3 X7 X3 X9

conmuta con A (note que B debe ser de orden tres), entonces:

310 X1 X2 X3 X1 X2 X3 310

AB=BA & 0 3 1 X4 X5 Xg = X4 X5 Xe 0 3 1
0 0 3 X7 Xg§ X9 X7 Xg§ X9 0 0 3

3x14+x4 3x+xs5s 3x3+x6 3x1 x1+3x x2+3x3

=2 3x4+x7 3x5+x3 3x6+x9 = 3x4 x4+3x5 x5+ 3x¢

3x7 3xg 3x9 3x7 x7+3xg  xg+3x9
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Ejemplos (ejercicios resueltos)

Solucidn - continuacién

3x1 +x4 = 3x; x4 =0
3xp +x5 = x1 +3x2 X5 = X]
X4 = 0
3x34+x6 = x2 + 3x3 X6 = X2
3x4+x7 = 3x4 x7=0 2B =
X6 = X2
=4 3x5+x3 =x4+3x5 & Xg =Xxq4 =
X7 = 0
3x6 +x9 = x5 + 3x¢ X9 = X5
3x7 = 317 0=0 x =0
3xg = x7 4+ 3x3 0=2x; 2=
3x9 = xg + 3x9 0=uxg
X1 =4
X2 = b
X3 =¢C
x4=0 a b ¢
& xs=a <B=| 0 a b
X6 = b 0 0 a
X7 = 0
Xg = 0
Xg=d
310
De esta manera, las matrices que conmutan con la matriz | 0 3 1 | son todas las matrices
0 0 3
a b c
con entradas reales delaforma | 0 a b
0 0 a

. . a 1 . . .
Si A es la matriz dada por A = ( 0 o ), con o # 0y n € Z*, demuestre utilizando induccién

o o' not!
matemaética que A" = < 0 o

Solucién

Utilizando induccién matematica sobre 7 (la potencia de la matriz A), se tiene lo siguiente:

@ Para n =1 el resultado se cumple; esto porque del primer miembro de la igualdad se tiene

queAl =A = < g (i ) y del segundo miembro de la igualdad se tiene que



ol Ta"t\ o o o1
0o o \0 o) \0 a
o' not!

0 o ) se debe probar

© Asumiendo que para algun entero n > 2 se cumple que A" = <

n+1 .
que también es valido el resultado A"*! = ( « (n+1)a )

0 an+1
Veamos:
Al‘l+l — AnAlenA:(a‘n na"l*] )((x‘ 1 )
0 o 0 o
[ a"a+na" 0 ot 1+not o
- 0-a+0o"-0 0-1+0" o
_ Ocn-ﬁ-l_’_o o(‘n_’_nan B (X"+1 (l-l—l’l)OLn
B 0+0 O+omt ) 0 otl
. 1 (Xn+1 (n+1)0c”
ASI/AH+ = ( O (xn+l

Esto muestra que el resultado también es véalido para la potencia n+ 1 y, de esta manera, para

o (xnfl ) ) )
o # 0y todo valor n € Z*, se cumple que A" = " or induccidon matematica.
y ple q 0 o p

Ejemplo 5.4

Sea A € M, (R). Demuestre que si A es idempotente, entonces B = 24 — I, es involutiva.

Solucién

Si A una matriz de orden n, se dice que A es idempotente si, y solo si, A = A; por otra parte, se dice
que A es involutiva si, y solo si, A’ =1,

Como A es una matriz idempotente, se cumple que A> = A. Se quiere demostrar que la matriz
B =2A — I, es involutiva; es decir, se desea probar que B*=1,

Veamos:

B> = BB=(2A—1,)(2A—1,)
= 24QA-1)-1,2A—1I,)
(24) (2A) — (2A) I, — I, 2A) + I, - I,
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Ejemplos (ejercicios resueltos)

Solucidn - continuacién

= 4A2-24-2A+1,=4A’—4A+ T,
= 4A—4A+ L, =0+, =1,

Asi, B> = I,

Por lo tanto, si A es idempotente, entonces B = 2A — I, es involutiva.

I 2 0 —1 010
Considere las matricesA=| -1 0 |,B=| 1 1 JyC=1|1 0 1
I -1 3 0 010

ecuacién matricial

jo5)

Sin resolver sistemas de ecuaciones, determine la matriz X que satisface 1
siguiente: XAB' = AB' +XC?

Solucién

Un detalle importante es que la matriz X debe ser, necesariamente, de orden tres; para su cdlculo,
se tiene que:

XAB' = AB' +XC?

XAB' —XC? =AB' +XC* - XC?
XAB' —XC* = AB' + 0;

XAB' —XC? = AB'

= X (AB'-C?)=AB

$oud

Note que la matriz AB' — C? es de orden tres; la matriz X existe solo si la matriz AB" — C? es no
singular; suponiendo que dicha matriz se invertible, se tiene que:

X (AB'—C*) =AB'
= X (AB'—C?) (AB'—C?) ' = (aB') (4B'—C?) "

XL = (AB) (AB' —C?) "
-1

4

= X=(AB") (AB'-C?)
Ahora, se calculan las matrices necesarias para resolver la operacién (AB') (AB' —C?) B

1 2 =7 3 3
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Solucidn - continuacién

01 0 01 0 1 0 1
c? = cc=|1 01 1 o1 ]=[020
01 0 01 0 1 0 1

-2 3 1 0 1 -3 3 2

cr = 0 -3 (020=033

1 3 1 0 1 0 0 2

La matriz (AB' — C2) B existe, ya que |AB’ —(C?| = —3--3-2= 18 #0; para su célculo, se tiene que:

-3 3 211 0 O
(AB’—C2‘13> - 0 =3 =3[0 1 0
0 0 210 0 1
| -3 0 —-11|1 1 0
25
—%Fz |
Bth 0 1 110 —= O
3
0 0 110 0 1
2
1
-3 0 0|1 1 —
2
—-+F | |
B+F
~ 01 00 —— —=
3 2
0 0 110 0 l
2
1 1 1
1 - _- _Z
00 3 3 6
1F) 1 1
311
~ 01 0 0 —— —=
3 2
0 0 1 0 0 1
2
- ()
111
3 3 6
Es decir, (ABf_Cz)fl = 0 _; _% ; de esta manera, se tiene que:
1
0 0 =
2

X = (AB)(AB'—C?)"



Ejemplos (ejercicios resueltos)

Solucidn - continuacién

Lo 2 1
3 3 6 3 3 3
23 11 1
= 0 -1 -3 0 3 3 |= 0 3 -1
1 3
0 0 1 1 1 4
2 3 3 3
2 1
3 3 3
Por lo tanto, la matriz X estd dada por 0 % -1
1 1
3 3 3

Ejemplo 5.6

Si se tiene que A, B € M, (R), demuestre los resultados siguientes:
O ir(A+B)=1tr(A)+1r(B)

@ r(AB) =1tr(BA)

Solucién

SiA € M, (R) se define la traza de A, denotada como r(4), como el ndmero real dado por tr(A) =
n

Y (A

Sean A.B € 91, (R).
o
tr(A+B) = kil (A+B)i :kil (<A>kk+<B>kk)
ki A +ki (B) =1 (A) +17(B)
=1 =1



Solucidn - continuacién

o
tr(AB) = i (AB)y = i <Z (A <B>tk>
k=1 k=1 \r=1
. (z (Bl <A>k,> -y (Z (Bl <A>k,>
k=1 \r=1 =1 \U=1
— Y (BA), = 1r(BA)
=1
Asi, tr(AB) = tr(BA)

Sea A € M, (R). Demuestre que det(, +A) = 1 +det(4) < 1r(A) =0

Solucién

b . .
Sea A = ( a d >, tal que a,b,c,d € R. Con base en esta matriz, se tiene que:
c

det(L+A)=1+det(A)

10+ab _1+ab
0 1 c d o c d
1+a b a b
=1
(:)’c 1+d‘ +cd‘

< (14a)(l1+d)—bc=14ad—bc

< l14+d+a+ad—bc=1+ad—bc

& d4+a=0
a b
t =0
o ( d)
& tr(A)=0

Por lo tanto, si A € M, (R), entonces det(L, +A) = 1 +det(A) < 1r(A) =0.
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Ejemplos (ejercicios resueltos)

—4a+8b+c—11d —2e=—-10
Considere el sistema de ecuaciones siguiente: ¢ 2a—4b+4d +2¢ =38

a—2b+c—d+2e=10
Represente matricialmente dicho sistema y determine su solucién utilizando el método de Gauss-
Jordan.

Solucién

Una representacién matricial del sistema esta dada por:

a
—4 8 1 —-11 =2 b —10
2 -4 0 4 2 c | = 8
1 -2 1 -1 2 d 10
e
Basados en el método de Gauss—Jordan, se tiene que:

—4 8§ 1 —-11 -2|-10 1 -2 1 -1 2 10
2 40 4 2| g | "8 2 40 4 2| 3
1 -2 1 -1 2 10 —4 8 1 —-11 -2|—-10

—2F1+F 1 -2 1 -1 2 10
R o 0 2 6 —2|-12
0o 0 5 -—-15 6 30
] 1 -2 1 -1 2|10
-3
~ 0 o1 -3 1| 6
0 0 5 —15 6130
*5F2+F1 1 -2 0 2 14
TR Lo 01 =3 16
0O 00 O 0
~Fy+F 1 20 2 0]4
TR o 01 =3 06
0O 00 O 1]0

De esta manera, si b,d € R, se tiene que a =4+2b—2d,c =6+3d y e =0.
Por lo tanto, el conjunto solucién del sistema de ecuaciones lineales estd dado por



Solucidn - continuacién

44+2b—-2d

b
S= 643d /b,de]R

d
0

Ejemplo 5.9

: . : . 200+ oy =
Considere el sistema de ecuaciones siguiente: { +oy=p

oax—3y=1

mente, para que dicho sistema de ecuaciones:
@ Tenga solucion tnica.
@ No tenga solucion.

© Posea infinito nimero de soluciones.

Sia, B € R, determine el valor o los valores (en caso de existir) que deben tomar o y B, respectiva-

\
Solucién

Se puede observar que el sistema de ecuaciones en estudio posee dos ecuaciones con dos incog-
nitas. Una representacién matricial para dicho sistema de ecuaciones estd dada por:

(% 2)(G)-(%)

Con base en lo que se enuncia en la regla de Cramer, el sistema de ecuaciones en estudio posee

solucién tnica si _Z #0.
2
0:’ ¢ _(; =20-—3—0-0=—60—0’=—0(6+a) e a=0Vo=—6.

Si o =00 o= —6 el sistema de ecuaciones podria tener infinito nliimero de soluciones o ser incon-
sistente. Se resolvera el sistema considerando estos dos casos.

0=B

—3y=1

Este sistema de ecuaciones es inconsistente si B # 0, pero posee infinito ntimero de soluciones si

B=0.

Con o = 0 se tendrfa el sistema de ecuaciones siguiente:

. . . o —12x—6y =
Si o= —6 se tendria el sistema de ecuaciones siguiente: { 6 * 3 y 1B
—6x—3y =
Dicho sistema de ecuaciones es equivalente (multiplicando la segunda ecuacién por dos) con el
. . - —12x—6y=
sistema de ecuaciones siguiente:
—12x—6y=2
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Ejemplos (ejercicios resueltos)

Solucidn - continuacién

Este sistema de ecuaciones es inconsistente si B # 2, pero posee infinito nimero de soluciones si

B=2.

Por lo tanto,
@ Elsistema de ecuaciones lineales posee solucién tnica sia € R—{—6,0} y B € R.

© Elsistema de ecuaciones lineales es inconsistente en cualquiera de los dos casos siguientes:
parac=—6y P eR—{2}; obien, paraa =0y € R—{0}.

© El sistema de ecuaciones lineales posee infinito niumero de soluciones en cualquiera de los
dos casos siguientes: para 0 = —6 y B =2; o bien, paraa =0y B =0.

Ejemplo 5.10 \

(2) ), con A € R, determine

O =

|
—_ O
<
s}

I
Y
(e}

Si Q y P son matrices dadas por Q =

(72)”

[\

A 30
Q= <1 0 2)

-1
Para determinar (fl’ Q) se tiene que:

O\ Av0r0 0-340)_ (4 -3
5 -\ —-14+0+4 04+0+0/ \ 3 O

N O =

A N olo 1
_ A 3|1 0 3P Fieh 3
(TQ*5> - ( 3 0[0 1 ) - T
1 00 3 A =31 0
1
1 00 3 1 0 0 3
AR+ 3P — (12‘ (?Q)”)
0 —3|1 -* 0o 1|1 2
3 3 9
1
O —
=i 3
Por lo tanto, (?Q) =
1 A
3 9



Ejemplo 5.11 N

1 0 -2
Determine, en caso de existir, A~! si se tiene que A = 5 4 -1
-4 -3 1

Solucién

Para determinar A~! se tiene que:

1 0 2|1 0 0\ 5A+th /] 0 -2 1 00

(A‘]g)z s 4 —1lo1 0| "™ o 4 9l-510
4 3 1/0 0 1 0 -3 —7| 4 0 1
10 2 100\, 10 2| 10 0
Bt 0 1 2/-1 1 1 ™% o1 22111
0 -3 —7| 4 1 00 —1| 1 3 4
Y )
Syt Py 1 0 0]-1 -6 —8
E 010/ 1 7 9 :(13(/4*‘)
00 1|1 -3 —4
1 -6 -8
Por lo tanto, A~ existe y estd dada por A~! = 1 7 9
1 -3 —4

Ejemplo 5.12 <

Sin calcular determinante alguno (solo con propiedades de determinantes), determine el valor de

2a 2b 2¢ a b c
x—1 y—2 z—3 |sisesabeque| x y z |=-7
3x 3y 3z 1 2 3

Solucion

a b c 2a 2b 2c
LasmatricesA=| x y z |yB=| x—1 y—2 z—3 | sonequivalentes por filas; ya que:
1 2 3 3x 3y 3z
a b c\ 20 2a 2b 2c
—F
A = X y z ~ X y z
1 2 3 -1 -2 -3
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Solucidn - continuacién

2a 2b 2c F3+F, 2a 2b 2c
-1 -2 -3 ~ x—1 y—-2 z-3 | =B
X y z 3x 3y 3z

Con base en las operaciones elementales sobre filas realizadas sobre la matriz A para la obtencién
de la matriz B, se tiene que |B| = |A|-2-—1-—1-3=—-7-6 = —42.
Por lo tanto, |B| = —42.

Ejemplo 5.13

Utilizando el método de Gauss-Jordan, determine el conjunto solucién del sistema de ecuaciones
lineales siguiente:

a+2b+2c=-1

—2a—2b—2c+2d+e=3

—3a—6b—6¢c+e=06

Solucion

Una representaciéon matricial para dicho sistema de ecuaciones lineales estd dada por:

a
1 2 2 00 b -1
=2 =3 =2 2 |1 c | = 3
-3 6 -6 0 1 d 6
e
Basados en el método de Gauss—Jordan, se tiene que:

1 2 2 0 0] -1 2F1+F 1 22 0 0|—1
2 2 22 1| 3| MW (o222 1] 1
-3 -6 -6 0 1] 6 0000 1| 3

1 00 -2 —1]-2
—Fh+F
3F 1] 1
252
~ 0 1 1 1 = =
2| 2
0 0 O 0 1 3
Fath 100 —2 0] 1
—3F+h
~ 0 1 1 1 0] -1
000 01| 3

De esta manera, sic,d € R, se tienequea=1+2d,b=—-1—-c—dye=3.



Solucidn - continuacién

Por lo tanto, el conjunto solucién del sistema de ecuaciones lineales estd dado por

1+2d
—1—c—d
S= @ / c,deR
d
3
Ejemplo 5.14
0 -2 -3
Verifique que lamatrizB= | 2 0 —4 | esantisimétrica.
3 4 0

Solucién

La matriz B es, efectivamente, una matriz antisimétrica®, ya que:

t

0 -2 -3
B = 2 0 —4
3 4 0
0 2 3
= =7 0 4
-3 -4 0
0 -2 -3
= —| 2 0 —4
3 4 0
= -B
Asi,B' = —-B
?Se dice que una matriz cuadrada A es antisimétrica si A cumple que A’ = —A

Demuestre que si A es alguna matriz antisimétrica, entonces A* es simétrica.
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Ejemplos (ejercicios resueltos)

Solucién

Como A es una matriz antisimétrica, se cumple que Al=—-A

. TN t
Para demostrar que la matriz A? es simétrica®, se debe probar que (Az) =A?
Veamos:

¢ t
(Az) = (A . A) definicion de potencia de matrices
tpt
A A propiedad: (4B)" = B'A!
—A-—A A es antisimétrica
A . A propiedad: (0A) B=A (aB) = o.(AB)
= A2 definicién de potencia
P t
Asi, (Az) = A?

Por lo tanto, si A es alguna matriz antisimétrica, entonces A? es simétrica.

“Se dice que una matriz cuadrada A es simétrica si A cumple que A’ = A

Ejemplo 5.16

Demuestre el teorema 2.5 que indica: dadas A,B € M, (R), si AB = I, necesariamente BA = I,

Solucion

La matriz A solo tiene dos opciones: es invertible o no posee inversa.
Para la primera posibilidad, si A posee inversa A~!, entonces:

AB=1
= A'(AB)=A"U axioma 1
-1 — Al - o
= (A A) B = A I asociatividad de la multiplicacién
= IB = A7 ! I definicién de matriz no singular
= B = A =1 I es el neutro de la multiplicacion
= BA=A"'A axioma 1
Asi, BA = I definicién de matriz no singular

De esta manera, si AB = I, y A es no singular, necesariamente BA =/

Para la segunda posibilidad, si A no posee inversa, entonces el rango de A no es n (por el corolario
3.4y el teorema 3.9).

Lo anterior indica que A es equivalente por filas con una matriz escalonada reducida por filas que
posee alguna fila nula y, ademds, |A| = 0.

Luego, si AB = I se tiene que:



Solucidn - continuacién

AB=1
= |AB|=I| "
= |A]-|B| =1 "
= JA|-|B|=1 axioma 1
= 0-B|=1 axoma 1
= 0=1 o)

De esta manera, no puede darse el caso que A sea singular.
Por lo tanto, dadas A,B € M, (R), si AB = I, necesariamente A posee inversa 'y BA = I,

91



Bibliografia

Anton, H. (2004). Introduccion al dlgebra lineal. Tercera edicién, México: LIMUSA.

Arce, C; Castillo, W. y Gonzilez, J. (2002). Algebm Lineal. Segunda edicién, segunda reim-
presion, San José, Costa Rica: Editorial de la Universidad de Costa Rica.

Arce, C. (2003). Ejercicios resueltos de dlgebra lineal. San José, Costa Rica: Editorial de la Uni-
versidad de Costa Rica.

Ayres, F. (2001). Matrices. México: McGraw-Hill.

Barrantes, H. (1998). Elementos de dlgebra lineal. Primera reimpresion, San José, Costa Rica:
Editorial de la Universidad Estatal a Distancia.

Beezer, R. (2005). A first course in linear algebra. Department of mathematics and computer
science: University of Puget Sound. http://linear.ups.edu/

Connell, E. (2004). Elements of abstract and linear algebra. Department of mathematics: Uni-
versity of Miami. http:/ /www.math.miami.edu/

Friedberg, S; Insel, A. y Spence, L. (2003). Linear algebra. Cuarta edicién, New Jersey, United
States of America: Pearson Education, Inc.

Kuttler, K. (2008). An introduction to linear algebra. http:/ /www.math.byu.edu
Lipschutz, S. (1992). Algebra lineal. Segunda edicién, Espaia: McGraw-Hill.

Matthews, K. (2005). Elementary linear algebra. Department of mathematics: University of
Queensland. http:/ /www.numbertheory.org /book/

Rodriguez, J. (2000). Matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales. Escuela de Matematica:
Publicaciones del Instituto Tecnolégico de Costa Rica.

Santos, D. (2006). Linear algebra notes. http:/ /scipp.ucsc.edu/



	Introducción
	Matrices
	Conceptos básicos y definiciones
	Tipos de matrices y resultados
	Operaciones con matrices
	Matrices no singulares
	Matrices elementales
	Reducción de matrices
	Ejercicios

	Determinantes
	Definiciones básicas
	Propiedades básicas
	Determinantes e inversas
	Ejercicios

	Sistemas lineales
	Definiciones básicas
	Método de Gauss–Jordan
	Regla de Cramer
	Ejercicios

	Ejemplos (ejercicios resueltos)
	Bibliografía

