UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA UNIDAA Azcapotzalco
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

EXAMEN GLOBAL DE ECUACIONES DIFERENCIALES (Trimestre 091/ 13 abril)
Nombre: Grupo:
Matricula: 16:00 — 19:00 hrs.

Nota: Los ejercicios marcados con (*nn%) conforman el examen global.

PRIMERA PARTE
1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) (*10%) y” dx—(x’+xy)dy =0

b Y 1o 1-—X|ay—0 o Foxsr
(x+y) (x+Y) dt

2. (*15 %) Un tanque de 50 galones de capacidad contiene inicialmente 10 galones de agua pura.
Para t =0, una solucion salina que contiene 1 libra de sal por galon se vierte en el tanque a razon
de 4 gal/ min, mientras que una solucion bien mezclada sale del tanque a una razon de 2 gal/ min.
Encuentre la cantidad de sal que hay en el tanque en el momento en que éste se llena.

3. (*10%) La vida media del cobalto radiactivo es de 5.27 afios. Suponga que un accidente nuclear
ha elevado el nivel de cobalto radiactivo en la region a 100 veces el nivel aceptable para la vida
humana. ;Cuanto tiempo pasara para que la region vuelva a ser habitable? (ignore la presencia de
otros elementos radiactivos).

SEGUNDA PARTE

1. (*10%) a) Verifique que la funcion Yy, = cos(ln(x)) es solucion de la ecuacion diferencial
X*y"+Xxy'+y=0.
b) Encuentre una segunda solucion Yy, de la ecuacion diferencial que forme junto con Y, un
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial.

c) Escriba la solucion general de la ecuacion diferencial.
2. (*15%) Halle la solucion de la ecuacion y"+4y =cos(2X)—X con y(0)=1, y'(0)=—1.
3. (*10%) Encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial y"+Yy'—2Yy = ln(X) .
TERCERA PARTE
1. (*15%) Un cuerpo que pesa 64 libras esta sujeto al extremo de un resorte y lo estira 0.32 pies. El
cuerpo ocupa una posicion que esta % pies sobre la posicion de equilibrio y desde ahi se le
comunica una velocidad dirigida hacia abajo de 5 pies/s.

a) Encuentre la ecuacion de movimiento.
b) (Cuantas oscilaciones completas habra realizado el peso después de 37 segundos?

¢) ¢En qué instantes alcanza el peso por primera vez sus desplazamientos extremos hacia uno y
otro lado de la posicion de equilibrio?

2. (*15%) Un cuerpo que pesa 10 1b sujeto a un resorte lo alarga 2 pies. El cuerpo se sujeta a un
mecanismo de amortiguacion que ofrece una resistencia numérica igual a f veces (£ >0)la
velocidad instantanea. Determine los valores de la constante de amortiguacion £ de modo que el

movimiento subsiguiente sea a) sobreamortiguado, b) subamortiguado, ¢) criticamente
amortiguado.
3. Una resistencia de 2 ohms, un capacitor de 0.25 farads y una inductancia de 1 henry, se conectan

en serie a una fuerza electromotriz E (t) =100sen (60t) , determine (t) e i (t) si
4(0)=i(0)=0.
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SOLUCION

Nota: Los ejercicios marcados con (*nn%o) conforman el examen global.

PRIMERA PARTE
1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) (*10%) y> dx—(x2+xy)dy =0
1 a) (*10%)y> dx—(x2+xy)dy =0
1 a) La ecuacion diferencial dada es homogénea:

dy y*  _y/xy  _ y/X
dx (X +xy) (C+xy)/xy (x/y+1)
haciendo el cambio de variable U = y 0 Y =UX tenemos que Yy'=U'X+U,
X
sustituyendo en la ecuacidn diferencial en su forma ultima tenemos
, u u’ , u’ —u ,l+u —dx
u'x+u= = .Porlotanto u'xX=———-u=—06——du=——.
(1/u+1) 1+u 1+u 1+u u X

Al integrar obtenemos

Inu+u=—Inx+C. Por lo tanto la solucion es IH(X)—FX:—IHX—FC.
X X

Y qldx+[1-—= =
1b)[(X+y)2 IJd Ll (X+y)2JOIy 0

1 b) La ecuacion dada es exacta ya que

Tolxryy )T kY (xry) (k) (xvy)

My_(’?( y 1) I (DY _x+y-2y_ x-y
oy

N:a(l_ X J: “1 (DX _—x-y+2x_ x-y
ook (x+Y) ) (XY (x+y) x4y (x+y)’]

iguales.

on

Por lo tanto la solucidn a la ecuacion diferencial en la forma u(x,y)=C,
satisface U, (X,y)=M yu (X,y)=N (donde el subindice, como es costumbre,

representa la variable con respecto a la cual se deriva). Por lo tanto, integrando
una de ellas con respecto al subindice, por ejemplo la primera, obtenemos



u= j u, —j M dx = j ((X Ty —Ddx = (X_+yy) — X+ h(y). Imponiendo la

segunda ecuacion no integrada obtenemos

_o[ -y _
Uy ayL(x+y) (y)J oy (x+y) > "=

1Y) Xy YD X X
ey T oay T Ty Ty T Gy

De esta manera la funcion h(y) se determina como h(y) =I h'dy :I ldy=y.

Sintetizando, la solucion a la ecuacion diferencial exacta es

-y -y
= —X+h(y)= -x+y=C.
(X+y) (X+y)
dx 3
lc) — =X+t
dt

1 c¢) La ecuacidn diferencial dada es lineal 31( +P(t)x=f(t) :

(;1( —x=t’conP(t)=—1y f(t)=t’. Por lo tanto, el factor de integracion es
ol PO _g I g , luego entonces (31(— Xje‘t =te" 6 d);i =t'e™

Integrando por partes con respecto a t, obtenemos
t=[ tetdt=—te" —3t’e" —6te” —6e" +C.

2. (*15 %) Un tanque de 50 galones de capacidad contiene inicialmente 10 galones de agua pura.
Para t =0, una solucion salina que contiene 1 libra de sal por galon se vierte en el tanque a razoén
de 4 gal/ min, mientras que una solucion bien mezclada sale del tanque a una razon de 2 gal/ min.
Encuentre la cantidad de sal que hay en el tanque en el momento en que éste se llena.

2. Sea A(t)la cantidad de sal presente en cualquier instante en el tanque.
Entonces la razon de cambio de la cantidad de sal viene dada por
JURELLE-CR-L
gal min min
tiempo t (en minutos) la cantidad de sal es A(t), solo necesitamos conocer el

,donde c es la concentraadn de la mezcla. Como al

volumen al tiempo t para poder determinar la concentracion de la solucion
saliente, este resulta ser el tiempo por la razon neta a la que se incrementa el
volumen: 2t (gal), mas los 10 galones originales. Por lo tanto la ecuacion

diferencial para el flujo de mezcla es A'=4 — 2. La cual es una ecuacion

2t +



3

lineal, con solucién (t +5)A=2t*> +20t + C. Como en t =0, A(0) =0, entonces
2t7 +20t _ 2t(t+10)

C =0. Por lo tanto la solucién es A= = . En el instante en
(t+5) (t+5)

que el tanque se llena 2t +10=150(gal) 6t +5=25. Entonces la cantidad de sal
2t* +20t  2t(t+10) 40(30)
(t+5) (t+5) 25

=48 1b.

es A(20)=

3. (*10%) La vida media del cobalto radiactivo es de 5.27 afios. Suponga que un accidente nuclear
ha elevado el nivel de cobalto radiactivo en la region a 100 veces el nivel aceptable para la vida
humana. ;Cuanto tiempo pasara para que la region vuelva a ser habitable? (ignore la presencia de
otros elementos radiactivos).

3. Sea N(t)la cantidad de cobalto al tiempo t (en afnos), entonces en tal region
N(0)=100N,,donde N, es el nivel tolerable paara la vida humana. Como el

modelo para el decaimiento es

dN = kN consoluciéon lnN =kt+InC 6 N =Ce"“. Aplicando la condicién en

dt
t=0,N(0)=100N,, tenemos que C =100N, . Por otra parte al tiempo

t=5.27,N(5.27)=50N,, la cantidad de cobalto se habra reducido a la mitad;

entonces 50N, =100N ,e**™, de donde k = _51;72 ~—0.13153. La region volvera

—ln2t

a ser habitable en el tiempo en el que N(t)=N, =100N ,e**’ | es decir cuando

2 1006t= 227100 ss oy s
5.27 In2




SEGUNDA PARTE

1. (*10%) a) Verifique que la funcién Yy, = Cos(ln(X)) es solucion de la ecuacion diferencial
X2y"+Xy'+y=0.
b) Encuentre una segunda solucioén Y, de la ecuacion diferencial que forme junto con Y, un

conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial.
¢) Escriba la solucion general de la ecuacion diferencial.

1 a) Derivando y sustituyendo en la ecuacion diferencial, obtenemos:
X2(—cos(1nx)ll —sin(In X) _21) + X(—sin(In x) l) + cos(Inx) =
X X X X

— cos(Inx) + sin(In X) —sin(In X) + cos(Inx) =0
1 b) Por el método de reduccién de orden la segunda solucion de

y'+py'+qy = y+ y+—y 0 viene dada por

J'pdx fld g
=y, j Hy. x =cos(Inx)[ 4dcos e x =cos(Inx)[ 4dcos o
—cos(]nx)fmdx cos(]nx)jCOS W) con U=Inx.

Por lo tanto Yy, = cos(InX) tan(In X) =sin(In X).
1c) {cos(]nx),sin(]n x)} forma el conjunto fundamental de soluciones de la

ecuacion diferencial lineal homogénea de orden 2, entonces la solucion general
es

y=c,Y, +C,Y, =C, cos(Inx) + ¢, sin(ln X).

2. (*15%) Halle la solucion de la ecuacion y"+4y =cos(2X)—X con y(0)=1, y'(0)=—1.

2. El conjunto fundamental de soluciones de la homogénea asociada y'"+4y =0
es {cos2x,sin 2x}.

Por otro lado, el operador anulador del término no-homogéneo es

(D* +4)D’* =0. Luego , la forma de la solucion particular la obtenemos
comparando el conjunto solucién de la nueva ecuacion homogénea

(D’ +4)D*(D* +4)y =0: {I,X,c0s2X,sin 2X,Xcos2X,Xsin 2X} con el conjunto
solucion de la homogénea asociada. Por lo tanto la solucion particular tiene la
forma

y, = A+ Bx+ Cxcos2x + Dxsin 2X.

Sustituyendo y, = A+ Bx+ Cxcos2x + Dxsin2X, y su segunda derivada

y",=4Dcos2x —4Csin 2X —4Cxcos2x —4Dxsin 2X, en la ecuacion diferencial

dada:
y"'+4y =4Dcos2X —4Csin 2X — 4Cxcos2X —4Dxsin 2X + 4 A + 4Bx

+4Cxcos2X +4Dxsm2x=4A+4Bx+4Dcos2X —4Csm2X =cos2X — X



De donde obtenemos
4A=0,4B=-1,4D=1y—-4C=06{A=0,B=—-1/4, C=0,yD=1/4}. Por lo
tanto la solucion de la ecuacion diferencial es

. 1 I . .
y=cCYy, +CY, +Y, =C cos2X +C,sin2X— ZX + ZXsm2X , con primera
. . 1 1. 1
derivada y'=-2cC sin2X + 2C, cos2X — 4 + Zsm 2X + 5Xcos2x .

. . . 3
Al aplicar condiciones iniciales, obtenemosc, =1yc, = —gx. Por lo tanto la
solucion al problema de valores iniciales es

y:coszx—ismzx—lx+lmin2x.
8 4 4

3. (*10%) Encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial y"+Yy'—2y =In ( X) .
3. El conjunto de soluciones de la homogénea y'"+y —2y=0es {eX e } Luego

por el método de variacion de parametros, la solucion particular de la ecuacion
dada tiene la forma y_ =(e*)u, +(e”*)u,, donde u, y u, se encuentran

integrando el sistema
{ e+, =0 }

(e ' +(-2e)', =In x

Se obtiene que U', = _31e'X Inxyu',= _31€2X In X. Por lo tanto
u, = _31 I e'Intdtyu, = _31 I e’ Intdt . De este modo la solucion general es

y=CY, +C,Yy, +y, =ce* +c,e " — ;exf e Intdt —;e‘“j e Intdt .



TERCERA PARTE
1. (*15%) Un cuerpo que pesa 64 libras esta sujeto al extremo de un resorte y lo estira 0.32 pies. El

cuerpo ocupa una posicion que esta % pies sobre la posicion de equilibrio y desde ahi se le comunica

una velocidad dirigida hacia abajo de 5 pies/s.
a) Encuentre la ecuacion de movimiento.
b) (Cuantas oscilaciones completas habra realizado el peso después de 37 segundos?

¢) (En qué instantes alcanza el peso por primera vez sus desplazamientos extremos hacia uno y otro
lado de la posicion de equilibrio?
1.a) En el sistema de unidades peso en libras, longitud en pies, tiempo en segundos,

m= 64l =2slugy k= ﬂ =200 Ib/pie, la ecuacion diferencial esta dada

32 pie/s’ 0.32 pie
por 2X"+200x =0, con condiciones iniciales X(0) = —ipies y X'(0) =5 pies/s (con

direccion positiva de X hacia el centro de la tierra). La solucidn es entonces
X(t) =c, coslOt + ¢, sin10t, con velocidad x'(t) =—10c, sin10t +10c, coslO0t. Al

imponer las condiciones iniciales obtenemos

X(0)=c1+c,0= _32y X'(0)=—-10c,0+10c,1=5. Por lo tanto

X(t) = _3200s10t + ;sinIOt = Zsin(lOt ~0.9273).

b) La frecuencia angular es @, =10y el periodo del movimiento es
T=27n/w,=7/5, el tiempo que tarda en completar un ciclo. Por lo tanto en
R4

37 segundos , completard 3_: = s =15ciclos u oscilaciones.
V4

c) La velocidad del cuerpo esta dada por x'(t) = 235005(1 0t —0.9273). Como en los

extremos la velocidad es cero tenemos que 10t —0.9273 =(2k +1)z/2, Kk entero .
Por lo tanto dirigiéndose hacia abajo alcanza el extremo en

t= 7/2 4_18'9273 ~ (.25 y dirigiéndose hacia arriba lo alcanza en
t= 3712 —;00'9273 ~ 0.56, ambos por primera vez.

2. (*15%) Un cuerpo que pesa 10 1b sujeto a un resorte lo alarga 2 pies. El cuerpo se sujeta a un
mecanismo de amortiguacion que ofrece una resistencia numérica igual a f veces (£ >0)la
velocidad instantanea. Determine los valores de la constante de amortiguacion £ de modo que el

movimiento subsiguiente sea a) sobreamortiguado, b) subamortiguado, ¢) criticamente
amortiguado.



2. Aqui m:&_ > slug y k=101b

32pie/s> 16 2 pie

=5 Db/pie, la ecuacion diferencial de

este sistema es 156X"+ PX+5x=00 X"+ 156 PX'+16xX=0. De las soluciones de la

16 16 .,
— 5 AE (A -6
2

ecuacion auxiliar r’ + 156'& +16=0:r= (con>0),

obtenemos que

a) el movimiento serd sobreamortiguado si (156 B —4(16)>06 ;i B —4>0;es

5
decir, s1 B> —.
b 2
.. : .16, 5
b) El movimiento es subamortiguado si 2 P~ —4<0,0seacuando0< f < 5
c¢) Sera criticamente amortiguado cuando 0 < = ;

3. Unaresistencia de 2 ohms, un capacitor de 0.25 farads y una inductancia de 1 henry, se conectan en
serie a una fuerza electromotriz E (t) = IOOSen(60t) , determine Q (t) e i (t) si q (O) =i (O) =0.

3. En el sistema de unidades resistencia en ohms €, capacitancia en farads F,

inductancia en henrys H, fuerza electromotriz en volts V, corriente eléctrica en

amperes A y carga eléctrica en coulomb C: la ecuacion diferencial para este
circuito en serie estd dada por

19"+29'+ ()125q =100sin(60t) 6 "+2q'+4q = 100sin(60t), con g(0) =i(0) =0 .

La solucion para esta ecuacion diferencial es

q(t)=e"(c, cos~/3t +C, sin~/3t) + d,(t) donde g, (t) tiene la forma
q,(t) = Acos60t + Bsin 60t. Sustituyendo g, (t) junto con su primera
q', (t)=—60Asin 60t + 60Bcos60t y segunda derivada

", (t) =60 Acos60t — 60° Bsin 60t , en la ecuacion diferencial dada:

—60° Acos60t — 60° Bsin 60t + 2(—60Asin 60t + 60B cos60t)
+ 4(Acos60t + Bsin 60t) = 100sin(60t),



—3596A+120B =0
—3596B — 120A=100
_—100(120) _ —750

12945616 809101

B= 3596A — 22475 ~—2.7778x107.
120 809101

obtenemos el sistema {

~-9.2695x10" y

Por lo tanto la solucion general de la ecuacion diferencial es

}. Cuya solucion es

q(t) =€ (c, cos+/3t +C, sin/3t) + G, (t) =€ (€, cos~/3t + ¢, sin -/30)

+ Acos60t + Bsin 60t =e™(c, cos~/3t + C,sin \Bt) — 80750

Con derivada

i(t)=q'(t)=e"((c,3 - ¢, )cos-3t+( —¢,-/3—c, )sin /3t )+
45000 1348500

+ sin
809101 809101

Aplicando condiciones iniciales obtenemos

¢ = 0 L92695x107 y
809101

449750
CZ
809101

/3 ~0.96278.

Por lo tanto la carga en el circuito que parte del reposo es

q(t) =e(9.2695x10* cos~/3t + 0.96278sin -/3t)
—9.2695x10* cos60t —2.7778x10 " sin 60t.

I(t) se obtiene al derivar la Giltima expresion para la carga q(t).

cos
9101

22475
809101

sin 60t
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